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Resumo
Um nu´mero significativo de alunos que ingressam no ensino superior, em particular nas
licenciaturas com uma forte componente matema´tica, revelam grandes lacunas e cometem
erros graves em operac¸o˜es elementares de aritme´tica ou ca´lculo alge´brico. Demonstram ainda
uma grande inaptida˜o para compreenderem algoritmos e/ou racioc´ınios lo´gico-formais.
Para fazer face a este problema, cuja gravidade se tem vindo a acentuar nos anos mais
recentes, a Faculdade de Cieˆncias da Universidade do Porto tem vindo a realizar testes
diagno´sticos de Matema´tica. O teste na˜o e´ obrigato´rio e destina-se aos alunos do primeiro
ano.
Aos alunos que obtiverem classificac¸o˜es baixas no teste diagno´stico e´ disponibilizada uma
plataforma online de treino, com o objetivo de colmatar as lacunas evidenciadas.
Ate´ 2010 os testes diagno´sticos eram da responsabilidade do Departamento de Ma-
tema´tica e foram distribu´ıdos aos alunos em papel. Apo´s esta data, e com a colaborac¸a˜o
do Departamento de Cieˆncia de Computadores, os testes passaram a ser realizados no
computador. Ale´m disso, foi tambe´m disponibilizada uma plataforma online, constitu´ıda
por um banco de itens semelhantes aos presentes nos testes diagno´sticos, a` qual os alunos
podem aceder para treinar e melhorar as suas aptido˜es matema´ticas e, consequentemente,
obter bons resultados na avaliac¸a˜o da unidade curricular de Ca´lculo.
Este trabalho teve como principais objetivos a ana´lise da qualidade dos testes aplicados,
a avaliac¸a˜o da tendeˆncia temporal dos resultados obtidos e o estudo do impacto do treino
na plataforma nos resultados obtidos pelos alunos. Para o efeito, foi usada a Teoria Cla´ssica
de Testes, modelos da Teoria de Resposta ao Item e te´cnicas de calibrac¸a˜o.
Os resultados mostraram que os testes diagno´sticos revelaram boa qualidade e apresen-
taram um n´ıvel de fiabilidade bastante satisfato´rio. Observou-se tambe´m que a esmagadora
maioria dos itens presentes nos testes eram discriminativos.
Os conteu´dos matema´ticos em que os estudantes revelaram maior dificuldade foram: as
inequac¸o˜es envolvendo func¸o˜es irracionais, logar´ıtmicas e exponenciais; o ca´lculo de deriva-
das de func¸o˜es irracionais e exponenciais e o ca´lculo de limites com logaritmos. Destacaram-
se entre os conteu´dos matema´ticos mais acess´ıveis para os discentes: as operac¸o˜es com
nu´meros racionais e as equac¸o˜es do primeiro grau.
Verificou-se existirem diferenc¸as estatisticamente significativas entre as habilidades me´dias
das diferentes coortes de entrada. Em me´dia o grupo de estudantes que revelou maior
habilidade Matema´tica foi o que realizou o teste diagno´stico aplicado no ano 2009. O grupo
de estudantes com menor habilidade me´dia foi o que realizou o teste diagno´stico em 2011.
A plataforma online de treino, disponibilizada aos alunos para que pudessem colmatar
as suas dificuldades, revelou servir os propo´sitos para que foi criada. O treino teve impacto
positivo, estatisticamente significativo, nos resultados obtidos pelos discentes.
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Abstract
A significant number of undergraduate students, particularly those enrolling courses
with a strong mathematical component, reveal major gaps and commit serious errors in
elementary operations of arithmetic or algebraic calculations. Demonstrate also a great
inability to understand algorithms and/or logical-formal reasoning.
To address this problem, whose severity has been increasing over the last years, a
Mathematics diagnostic test has been performed at the Faculty of Sciences of the University
of Porto. The test is non-compulsory and has been directed to first-year students.
The students that score low values at the diagnostic test are advised to attend the Pre-
Calculus course, with the aim to improve the gaps highlighted above.
Untill 2010 the diagnostic tests were under the responsibility of the Mathematics De-
partment and were distributed to the students in paper. From there onwards, and with the
collaboration of the Computer Science Department, the tests have been carried out online.
In addition, an online platform was also provided, consisting of a bank of items similar
to those present in the diagnostic tests, which students can access to train and improve
their mathematical skills and therefore obtain good results in the evaluation of the course
of Calculus.
This work had as main objectives the analysis of the quality of the tests, the evaluation
of the time trend of the results and the analysis of the impact of the study on the platform
on the results obtained by the students. Classical test theory, item response theory models
and calibration techniques were used.
The results showed that the tests had a good quality and had a very satisfactory le-
vel of reliability. It was also observed that the majority of the items in the tests were
discriminatory.
The mathematical contents in which students showed greater difficulty were: inequalities
involving irrational, logarithmic and exponential functions; derivative of a irrational or
exponential function and limits with logarithms. Stood out among the most affordable
mathematical contents: operations with rational numbers and first degree equations.
There were statistically significant differences between the average abilities of different
inlet cohorts. On average the group of students who showed greater Math ability was what
held the diagnostic test applied in 2009. The group of students with lower average ability
was the one who held the 2011 diagnostic test.
The online training platform, available to students so that they could overcome their
difficulties, revealed to serve the purposes for which it was created. The training had a
statistically significant positive impact on the results obtained by the students.
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Um nu´mero significativo de alunos que ingressam no ensino superior, em particular nas
licenciaturas com uma forte componente matema´tica, revelam grandes lacunas e come-
tem erros graves em operac¸o˜es elementares de aritme´tica ou ca´lculo alge´brico, para ale´m
de demonstrarem uma grande inaptida˜o para compreenderem algoritmos e/ou racioc´ınios
lo´gico-formais. Esta diferenc¸a, entre o n´ıvel de preparac¸a˜o esperado ou exigido no momento
da entrada no ensino superior e as capacidades e conhecimentos matema´ticos adquiridos no
ensino secunda´rio, tornou-se conhecida como ”o problema da matema´tica”[46].
Nos u´ltimos anos, governos, empregadores e instituic¸o˜es de ensino superior de va´rios
pa´ıses manifestaram a sua preocupac¸a˜o face a este problema. Foram tambe´m elaborados
va´rios artigos e relato´rios que realc¸aram esta preocupac¸a˜o [26], [39], [46], [49], .
Estudos recentes sobre esta problema´tica levaram muitas instituic¸o˜es de ensino superior
a organizar alguma forma de prestar apoio matema´tico aos seus alunos, com o objetivo
principal de os ajudar a superar as suas dificuldades [19], e a usar testes diagno´sticos de
Matema´tica como forma de aferir as capacidades e conhecimentos matema´ticos dos seus
novos alunos, em particular dos que frequentam cursos com forte componente Matema´tica.
Na maior parte das instituic¸o˜es os testes diagno´sticos sa˜o constitu´ıdos por questo˜es de
escolha mu´ltipla, agrupadas por temas, e realizados em papel ou no computador [35].
Va´rios estudos internacionais mostram que o apoio prestado por instituic¸o˜es de en-
sino superior (Irlanda, Reino Unido, Holanda, Austra´lia) tem efeitos positivos no percurso
acade´mico dos estudantes [14], [19], [20], [29], [36], [39], [47], [56]. Em Portugal, o Instituto
Superior Te´cnico levou a efeito no in´ıcio do ano letivo 2002/2003 um teste diagno´stico
de Matema´tica, dirigido aos alunos do primeiro ano das suas licenciaturas. O processo
identificou va´rias lacunas, inclusivamente, em mate´rias anteriores ao Ensino Secunda´rio tais
como simplificac¸a˜o de frac¸o˜es ou regras de potenciac¸a˜o [45].
Para fazer face a este problema, cuja gravidade parece ter-se vindo a acentuar nos anos
mais recentes, foi decidido na reunia˜o 01/2009 da Comissa˜o Cient´ıfica Alargada do Depar-
tamento de Matema´tica Pura da FCUP realizar uma prova de aferic¸a˜o de conhecimentos
fundamentais de Matema´tica (teste diagno´stico) para os alunos que ingressam na 1.ª fase das
licenciaturas de Matema´tica e, eventualmente, noutras licenciaturas da FCUP. O principal
objetivo deste teste diagno´stico e´ identificar careˆncias de cara´ter elementar na formac¸a˜o
dos alunos ao longo do 3.º Ciclo do Ensino Ba´sico e do Ensino Secunda´rio, ou seja, entre
o 7.º e o 12.º ano, inclusive, na˜o tendo qualquer consequeˆncia na sua posterior avaliac¸a˜o
nas diversas disciplinas. O teste enquadrou-se num conjunto de iniciativas que pretendiam
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ajudar o aluno a iniciar o estudo nas disciplinas de Matema´tica das va´rias licenciaturas, de
forma ra´pida e bem sucedida. Em particular, os resultados do teste diagno´stico sugeriram a
frequeˆncia do curso de pre´-ca´lculo e o acesso a uma plataforma online de treino, para que os
alunos pudessem superar eventuais careˆncias de formac¸a˜o, e para outras iniciativas (site de
apoio em Matema´tica elementar, http://cmup.fc.up.pt/cmup/apoiomat/) que ajudassem a
uma melhoria substancial do desempenho dos alunos.
Os testes consistiram de 30 perguntas de escolha mu´ltipla, cada uma com quatro opc¸o˜es.
Por opc¸a˜o das va´rias equipas responsa´veis pela aplicac¸a˜o dos testes diagno´sticos na˜o houve
lugar a descontos por respostas erradas. Para simplificac¸a˜o da ana´lise, o teste foi considerado
como sendo constitu´ıdo apenas por itens bina´rios, isto e´, itens para os quais se admitem
apenas duas respostas poss´ıveis: certa ou errada. Na primeira situac¸a˜o o aluno obte´m a
cotac¸a˜o de 1 ponto, na segunda de 0 pontos. O facto de na˜o haver descontos implica que as
auseˆncias de resposta aos itens sejam tratadas como respostas incorretas. A ”classificac¸a˜o
final do teste”corresponde a` soma das cotac¸o˜es correspondentes a` totalidade dos itens.
O trabalho desenvolvido neste esta´gio teve como principais objetivos analisar a qualidade
de todos os testes diagno´sticos de Matema´tica que foram realizados na FCUP ao longo
dos u´ltimos anos, em concreto de 2009 a 2013, a modelac¸a˜o e calibrac¸a˜o dos resultados
e ainda a avaliac¸a˜o do impacto do treino na plataforma no desempenho dos alunos na
unidade curricular de Ca´lculo. Nesta sequeˆncia, espera-se, desta forma, poder contribuir
para um melhor entendimento da progressa˜o temporal das valeˆncias matema´ticas dos alunos
do primeiro ano da FCUP, a` entrada no ensino superior, e permitir, em particular, fornecer
uma ana´lise cr´ıtica ao trabalho que tem vindo a ser realizado na FCUP, nomeadamente,
no que se refere a` qualidade dos testes diagno´sticos, com sugesta˜o de poss´ıveis alterac¸o˜es, e
avaliar a importaˆncia da plataforma online de treino na colmatac¸a˜o das lacunas evidenciadas
pelos estudantes.
Nesta ana´lise recorreu-se a` Teoria Cla´ssica de Testes (TCT) e a` Teoria de Resposta ao
Item (TRI). Ambas as teorias consideram o teste constitu´ıdo por itens bina´rios, isto e´, itens
para os quais apenas existe a possibilidade de se obter uma resposta certa ou errada.
A Teoria Cla´ssica de Testes surgiu no in´ıcio do se´culo XX com o desenvolvimento da
Psicometria e assentou, principalmente, em treˆs factos: reconhecimento da presenc¸a de erros
nas medic¸o˜es; concec¸a˜o do erro como varia´vel aleato´ria e conceito de correlac¸a˜o. Os trabalhos
realizados por Charles Spearman, em 1904, relacionados com o coeficiente de correlac¸a˜o e
com o erro de medic¸a˜o podem ser considerados o in´ıcio da Teoria Cla´ssica de Testes [31], [42],
[58]. O principal fundamento da Teoria Cla´ssica de Testes e´ que a classificac¸a˜o observada
de um indiv´ıduo num dado teste, representada por X, pode ser decomposta na classificac¸a˜o
verdadeira do indiv´ıduo, designada por T, e num erro aleato´rio, designado por E, da seguinte
forma:
X = T + E.
A classificac¸a˜o verdadeira de um indiv´ıduo, T, e´ definida como o valor esperado da classi-
ficac¸a˜o observada se o mesmo teste for aplicado ao indiv´ıduo um nu´mero infinito de vezes
[12].
A Teoria de Resposta ao Item, geralmente aceite como um desenvolvimento da Teoria
Cla´ssica de Testes, surge no in´ıcio da de´cada de 50 do se´culo XX com os trabalhos desenvolvi-
dos pelo psicometrista Frederic Lord, pelo matema´tico Georg Rash e pelo sociologista Paul
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Lazarsfeld. Esta teoria assenta basicamente em treˆs pressupostos [25]: um trac¸o latente
unidimensional, geralmente denotado por θ, e designado por habilidade; a existeˆncia de
independeˆncia local dos itens condicionada pela habilidade e a assunc¸a˜o de que a resposta
de um indiv´ıduo a um item pode ser modelada por uma func¸a˜o log´ıstica em func¸a˜o das
caracter´ısticas do item e da habilidade do indiv´ıduo no trac¸o que se pretende avaliar. A
utilizac¸a˜o da Teoria de Resposta ao Item apenas se generalizou nas de´cadas de 70 e 80, por
um lado, devido a` massificac¸a˜o dos computadores pessoais que permitiram aos investigadores
usufruir da sua capacidade de ca´lculo e, por outro, quando a sua utilidade e vantagens face
a` Teoria Cla´ssica de Testes se tornaram evidentes [8], [25].
Na Teoria Cla´ssica de Testes o objeto de ana´lise e´ o teste no seu todo ao passo que na
Teoria de Resposta ao Item o objeto de estudo e´ cada um dos itens presentes no teste. Nesta
u´ltima, as classificac¸o˜es obtidas pelos examinandos sa˜o independentes do teste efetuado e
as caracter´ısticas dos itens sa˜o independentes do grupo de examinandos, o que na˜o sucede
na Teoria Cla´ssica de Testes.
O n´ıvel de significaˆncia foi fixado em 0,05. Todas as ana´lises estat´ısticas foram realizadas
com o software ”R Project for Statistical Computing”, verso˜es e 2.13.2 e 3.0.1 (R Foundation,
Viena, A´ustria), mais especificamente, recorreu-se, entre outros, aos pacotes: ”ltm”, para
efetuar ana´lises relacionadas com o ajustamento de modelos de trac¸o latente; ”equate”para
calibrac¸a˜o dos resultados usando a Teoria Cla´ssica de Testes; ”plink”para calibrac¸a˜o dos
resultados usando a Teoria de Resposta ao Item; ”stats”e ”nlme”para ana´lise do impacto
do treino por ajustamento de modelos lineares.
Este relato´rio de esta´gio encontra-se estruturado da seguinte forma: introduc¸a˜o, me´todos,
aplicac¸a˜o dos me´todos aos dados dos testes, avaliac¸a˜o do impacto do treino e concluso˜es.
No cap´ıtulo ”Me´todos”sa˜o apresentadas as metodologias seguidas, nomeadamente, a Teoria
Cla´ssica de Testes, a Teoria de Resposta ao Item, uma comparac¸a˜o entre estas duas teorias,
com as vantagens e desvantagens de cada uma delas, e diferentes processos de calibrac¸a˜o de
habilidades. No cap´ıtulo ”Aplicac¸a˜o das metodologias aos dados dos testes”sa˜o aplicados os
me´todos aos dados dos testes diagno´sticos da FCUP dos anos 2009 a 2013 sendo descritos os
dados e apresentados os resultados obtidos. No cap´ıtulo ”Avaliac¸a˜o do impacto do treino”e´
estudado o impacto do treino dos alunos na plataforma sobre os resultados obtidos na
unidade curricular de Ca´lculo por ajustamento de modelos de regressa˜o linear mu´ltipla.




2.1 Teoria Cla´ssica de Testes (TCT)
A bibliografia correspondente a este cap´ıtulo e´ essencialmente DeChamplain (2010) [12]
e DeVellis (2006) [13].
Segundo DeChamplain, a classificac¸a˜o num teste e´ um nu´mero que supostamente reflete
a habilidade de um indiv´ıduo numa determinada a´rea de conhecimento claramente definida.
O facto de na˜o existir nenhum teste perfeito e de todas as classificac¸o˜es num teste terem
associado um erro de medic¸a˜o, na˜o correlacionado com a a´rea de conhecimento avaliada, faz
com que seja necessa´rio um modelo da teoria de testes que ajude a compreender melhor:
a relac¸a˜o existente entre a classificac¸a˜o observada num teste e a habilidade subjacente no
domı´nio que, geralmente, e´ na˜o observada; o processo de medic¸a˜o e como este e´ afetado por
fontes de erro [13].
A Teoria Cla´ssica de Testes consiste num conjunto de conceitos e te´cnicas matema´ticas
que pretendem servir de base a` concec¸a˜o e ana´lise de va´rios instrumentos de medida,
funcionando naturalmente como ponto de refereˆncia para abordagens recentes de te´cnicas
de medic¸a˜o.
Muitos feno´menos relacionados sobretudo com o ensino e com a sau´de, tais como o
conhecimento de um aluno numa determinada mate´ria ou o grau de sofrimento de um
paciente na˜o sa˜o diretamente observa´veis. O que se pretende e´ encontrar indicadores que
fornec¸am informac¸a˜o precisa sobre essas varia´veis na˜o observa´veis. A Teoria Cla´ssica de
Testes compreende um conjunto de princ´ıpios que permitem determinar se os indicadores
fornecem boas estimativas das varia´veis na˜o observadas. Essencialmente, consiste em utilizar
informac¸a˜o observa´vel, por exemplo, a classificac¸a˜o observada num teste ou as respostas a
um inque´rito, para conhecer varia´veis que na˜o sa˜o diretamente observa´veis.
Inferir sobre algo que na˜o e´ diretamente observa´vel e´ um processo naturalmente associado
a um determinado erro. Charles Spearman [50] foi um dos primeiros matema´ticos a reconhe-
cer e a explicar esta relac¸a˜o entre a informac¸a˜o recolhida e a informac¸a˜o que verdadeiramente
interessa, a varia´vel na˜o observa´vel. A diferenc¸a entre estas duas informac¸o˜es corresponde
ao chamado erro de medic¸a˜o.
Va´rios testes, de cariz acade´mico ou na˜o, medem varia´veis dos indiv´ıduos que na˜o sa˜o
diretamente observa´veis, tais como a inteligeˆncia ou a motivac¸a˜o para uma determinada
tarefa. Ale´m disso, a classificac¸a˜o observada de um indiv´ıduo num teste resulta sobretudo
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da sua habilidade na a´rea de conhecimentos avaliada no teste. Contudo esta classificac¸a˜o
pode tambe´m ser influenciada por outros fatores, por exemplo, ambiguidade dos itens, pouco
interesse em obter uma boa classificac¸a˜o, problemas de sau´de, distrac¸a˜o ou cansac¸o do
indiv´ıduo. Devido a estes fatores a classificac¸a˜o observada pode na˜o ser uma avaliac¸a˜o
precisa da verdadeira habilidade do indiv´ıduo.
A classificac¸a˜o verdadeira de um indiv´ıduo num teste corresponde a` classificac¸a˜o obser-
vada sem a influeˆncia de efeitos aleato´rios tais como os acima mencionados. Note-se que
os erros sistema´ticos resultantes de caracter´ısticas permanentes do indiv´ıduo, por exem-
plo, deficiente capacidade de leitura, sa˜o considerados como fazendo parte da classificac¸a˜o
verdadeira.
O erro de medic¸a˜o e´ a diferenc¸a entre a classificac¸a˜o observada e a classificac¸a˜o verdadeira
e corresponde aos fatores aleato´rios que influenciam a classificac¸a˜o observada.
E´, portanto, poss´ıvel escrever, para cada item i, a classificac¸a˜o observada (Xi) como uma
soma de duas componentes, a classificac¸a˜o verdadeira (Ti) e o erro de medic¸a˜o (Ei),











X = T + E. (2)
Se se considerar que os erros sa˜o aleato´rios, na˜o correlacionados (para os va´rios itens)
e na˜o correlacionados com as classificac¸o˜es verdadeiras, por (2) tem-se que a variaˆncia
das classificac¸o˜es obtidas e´ igual a` soma da variaˆncia das classificac¸o˜es verdadeiras com
a variaˆncia dos erros de medic¸a˜o. Sendo S2X a variaˆncia das classificac¸o˜es obtidas, S
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A demonstrac¸a˜o desta igualdade e´ trivial no caso unidimensional e pode ser encontrada
em Gulliksen (1950), no caso geral [21].
Para a maior parte dos instrumentos de medic¸a˜o encontram-se definidas, essencialmente,
duas propriedades psicome´tricas: a fiabilidade e a validade.
De um modo geral, a validade de um instrumento pode ser definida como a sua capacidade
de realmente medir aquilo que se propo˜e a medir [42]. Mais especificamente, refere-se a`
capacidade do instrumento de efetivamente medir um conceito teo´rico espec´ıfico, o construto,
seja este um processo psicolo´gico ou uma caracter´ıstica dos indiv´ıduos [53], [55].
A fiabilidade de um teste, que tambe´m pode ser designada por consisteˆncia interna ou
precisa˜o, diz respeito a` reprodutibilidade da medida, ou seja, ao grau de concordaˆncia
definido pelas mu´ltiplas medidas de um sujeito entre si, e entre medidas de outro sujeito
[2]. As medic¸o˜es devem ser fia´veis, no sentido em que os examinadores possam confiar na
precisa˜o do instrumento de medida utilizado, sendo a fiabilidade definida como o quociente
entre a variaˆncia da classificac¸a˜o verdadeira e a variaˆncia total da medic¸a˜o [55].
Os erros sistema´ticos na˜o afetam a fiabilidade do teste, mas podem afetar negativamente
a sua validade.
A fiabilidade de um teste, designada por rXX′ , e´ definida como o quociente entre a
variaˆncia da classificac¸a˜o verdadeira e a variaˆncia da classificac¸a˜o obtida:





A fiabilidade indica a proporc¸a˜o da variaˆncia das classificac¸o˜es observadas que se pode
atribuir a` variaˆncia das classificac¸o˜es verdadeiras [12], ou seja, a`s diferenc¸as na habilidade
dos indiv´ıduos e na˜o a outros fatores e pode ser tambe´m escrita da seguinte forma:





As classificac¸o˜es de um teste teˆm que ser fia´veis, ou seja, a fiabilidade tem que estar
pro´xima de 1, para que os examinadores possam retirar concluso˜es va´lidas sobre as mesmas.
A fiabilidade na˜o pode ser estimada diretamente, uma vez que a classificac¸a˜o verdadeira na˜o
e´ conhecida e portanto S2T e´ desconhecida.
A Teoria Cla´ssica de Testes fornece uma soluc¸a˜o para este problema. Considerem-se dois
itens estritamente paralelos, ou seja, dois itens que verificam as seguintes condic¸o˜es:
1) A varia´vel latente e´ unidimensional, ou seja, os itens esta˜o relacionados com a mesma
classificac¸a˜o verdadeira;
2) O erro associado a cada um dos itens e´ independente da classificac¸a˜o verdadeira e dos
erros que surgem dos restantes itens;
3) A covariaˆncia dos itens com a classificac¸a˜o verdadeira e´ igual para todos os itens;
4) A proporc¸a˜o da contribuic¸a˜o do erro associado a cada item para a variaˆncia total e´ a
mesma para todos os itens.
Sobre estas condic¸o˜es de paralelismo estrito, a correlac¸a˜o entre dois quaisquer itens e´
igual ao produto das correlac¸o˜es de cada um dos itens com a classificac¸a˜o verdadeira [13].
Designando os itens por X e Y tem-se:
rXY = rXT × rY T = r2XT = r2Y T . (6)
Esta igualdade permite determinar uma estimativa da fiabilidade dos itens.
As condic¸o˜es de paralelismo estrito sa˜o bastante exigentes. Contudo, foram desenvolvidos
modelos com condic¸o˜es ligeiramente menos exigentes que permitem estimar a fiabilidade de
cada item a partir da correlac¸a˜o entre dois dos itens [13].
Na pra´tica, recorre-se ao coeficiente alfa de Cronbach (α) que mede a consisteˆncia interna
de um teste e estima a capacidade de discriminac¸a˜o do teste, em relac¸a˜o aos indiv´ıduos [10].










sendo k o nu´mero de itens, σ2i a variaˆncia do item (bina´rio) i e σ
2
X a variaˆncia da classificac¸a˜o
observada no teste [11].
Se os itens forem classificados dicotomicamente, pode-se usar a distribuic¸a˜o de Bernoulli
para cada item e a expressa˜o (7) pode ser reescrita da seguinte forma:










sendo pi a percentagem de respostas corretas ao item i.
O erro padra˜o de medic¸a˜o (SEM, Standard Error of Measurement) e´ o desvio padra˜o
dos erros de medic¸a˜o associados a`s classificac¸o˜es de um teste para um grupo espec´ıfico de







1− rXX′ . (10)
O erro padra˜o de medic¸a˜o permite fazer afirmac¸o˜es sobre a precisa˜o das classificac¸o˜es de
cada indiv´ıduo no teste, encontrando-se na mesma unidade que as classificac¸o˜es do teste.
Em particular, o erro de medic¸a˜o permite obter intervalos de confianc¸a para as classificac¸o˜es
finais.
Os itens mais correlacionados uns com os outros sa˜o mais correlacionados com a ver-
dadeira classificac¸a˜o da varia´vel na˜o observa´vel em estudo e sa˜o, por isso, melhores itens.
Diz-se que estes itens sa˜o mais discriminativos. A discriminac¸a˜o e´, essencialmente, o grau de
associac¸a˜o de um item com os restantes e, presumivelmente, com a classificac¸a˜o verdadeira.
Habitualmente e´ expressa como a correlac¸a˜o entre o item em questa˜o e o conjunto de todos
os itens, mais propriamente com o conjunto de todos os itens a` excec¸a˜o do pro´prio item [27].
O termo discriminac¸a˜o deve-se ao facto de um item, que e´ fortemente correlacionado
com o conjunto total de itens, poder discriminar, de forma mais clara, os indiv´ıduos que
obtiveram classificac¸o˜es baixas daqueles que obtiveram classificac¸o˜es elevadas no conjunto
total de itens [13].
Outra propriedade dos itens e´ a sua dificuldade. Um item dif´ıcil e´ aquele a que poucos
indiv´ıduos conseguem responder corretamente. A dificuldade de um item e´ quantificada
como a proporc¸a˜o de pessoas que respondem corretamente ao item. Obviamente, quanto
menor for a proporc¸a˜o de pessoas que respondem corretamente ao item maior e´ a sua
dificuldade [13].
A ana´lise de testes de escolha mu´ltipla com classificac¸o˜es bina´rias (certo/errado) dos itens
usando Teoria Cla´ssica de Testes inclui, portanto, a apresentac¸a˜o da proporc¸a˜o amostral de
respostas corretas para cada um dos itens, paraˆmetro de dificuldade, e dos coeficientes de
correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos itens e a classificac¸a˜o final excluindo o item em causa,
paraˆmetro de discriminac¸a˜o.
2.2 Teoria de Resposta ao Item (TRI)
A bibliografia correspondente a este cap´ıtulo e´ essencialmente Kolen e Brennan (2004)
[28] e Streiner e Norman (2003) [54].
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A Teoria de Resposta ao Item e´ usada em va´rias a´reas onde sa˜o aplicados testes e grac¸as
sobretudo aos trabalhos desenvolvidos por Wright, Stone, Lord, Hambleton, Swaminathan e
Baker e ao desenvolvimento de software informa´tico o seu uso registou um grande progresso
nas u´ltimas de´cadas do se´culo XX [25]. Fazem parte das suas aplicac¸o˜es, entre outras,
a criac¸a˜o e desenvolvimento de testes, de bancos de questo˜es, de testes adaptativos e a
calibrac¸a˜o de testes. Muitas das potencialidades da Teoria de Resposta ao Item resultam do
facto de esta modelar a resposta de um ind´ıduo a cada item ao passo que o foco da Teoria
Cla´ssica de Testes e´ o teste na sua globalidade [28].
Dada a contribuic¸a˜o que a a´rea educacional teve no desenvolvimento dos modelos da
Teoria de Resposta ao Item estes sa˜o tambe´m designados por modelos de trac¸o latente,
uma vez que na a´rea educacional as varia´veis latentes sa˜o concebidas como trac¸os [4]. Os
modelos da Teoria de Resposta ao Item consideram os itens cotados dicotomicamente (0/1)
ou politomicamente (por exemplo, 0, 1, 2) e podem ser aplicados em testes que pretendem
medir uma varia´vel unidimensional ou multidimensional [28]. Estes modelos pressupo˜em
condic¸o˜es estat´ısticas fortes que nem sempre se verificam na pra´tica, pelo que se revela
fundamental analisar as violac¸o˜es dos pressupostos e o ajuste dos modelos aos dados [24],
[25].
Esta teoria recorre a modelos na˜o lineares de efeitos mistos que relacionam as respostas
observadas com uma varia´vel latente, na˜o observada, atribuindo a cada indiv´ıduo uma
estimativa do valor dessa varia´vel latente de acordo com as suas respostas ao teste [44]
e determinando o paraˆmetro de dificuldade dos itens na mesma escala que a da varia´vel
latente. Esta escala goza da propriedade de invariaˆncia, ou seja, a habilidade de um
indiv´ıduo e´ estimada independentemente do conjunto de itens a que foi submetido e o
paraˆmetro de dificuldade dos itens e´ estimado independentemente do conjunto de indiv´ıduos
que responderam aos itens [15]. No contexto educacional de uma avaliac¸a˜o, a varia´vel latente
e´ usualmente designada por habilidade. A aplicac¸a˜o destes me´todos requer a satisfac¸a˜o de
duas hipo´teses:
 as respostas de um aluno aos itens resultam unicamente do seu n´ıvel de habilidade;
 os itens sa˜o independentes quando condicionados pela habilidade (condic¸a˜o de inde-
pendeˆncia local).
Em particular, a resposta de um aluno a um item na˜o pode depender da sua resposta
a qualquer outro item do teste, uma vez conhecida a habilidade do aluno. A Teoria de
Resposta ao Item (TRI) foi usada para avaliar a qualidade dos itens dos testes.
Os modelos de trac¸o latente pressupo˜em a existeˆncia de independeˆncia local, dada a
habilidade, ou seja, dada a habilidade do indiv´ıduo as respostas aos itens sa˜o independentes
umas das outras. Na pra´tica esta condic¸a˜o nem sempre se verifica. No caso particular em
estudo, a presenc¸a nos testes diagno´sticos de Matema´tica da FCUP de itens que abordam o
mesmo conteu´do matema´tico podera´ colocar a existeˆncia de independeˆncia local em causa.
Nas situac¸o˜es em que a independeˆncia local, dada a habilidade, na˜o se verifica esta condic¸a˜o
pode ser relaxada recorrendo, por exemplo, a modelos log-lineares de trac¸o latente com
efeitos diretos que teˆm em considerac¸a˜o as relac¸o˜es entre as respostas aos itens [23].
O modelo da Teoria de Resposta ao Item assume que a habilidade e´ uma varia´vel cont´ınua
seguindo uma distribuic¸a˜o normal reduzida e que a distribuic¸a˜o de cada item i condicionada
pela habilidade e´ uma distribuic¸a˜o de Bernoulli B(1, pii(θ)), i = 1, 2, ..., m onde pii(θ) =
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P (Xi = 1|θ) e´ a probabilidade de acertar o item i conhecida a habilidade θ. O gra´fico da
func¸a˜o pii e´ designado por curva caracter´ıstica do item i.
Assumindo que cada item xi e´ uma realizac¸a˜o de uma varia´vel cont´ınua subjacente x
∗
i ,
a carga factorial a∗i1 e´ o coeficiente de correlac¸a˜o entre a habilidade θ e a varia´vel x
∗
i . Neste
contexto, e´ costume classificar-se uma associac¸a˜o como fraca se a sua carga factorial for
inferior a 0,3, moderada se se encontra entre 0,3 e 0,7 e forte se for superior a 0,7 [38].
Seja Xij a varia´vel aleato´ria que representa a resposta do indiv´ıduo j ao item i. Consi-
derando um teste constitu´ıdo por itens cotados dicotomicamente, tem-se Xij = 1 para uma
resposta correta ao item e Xij = 0 para uma resposta incorreta ao item.
Para o modelo log´ıstico com treˆs paraˆmetros (3PL) as probabilidades de resposta correta
sa˜o modeladas da seguinte forma:
P (Xij = 1|θj, ai, bi, ci) = ci + (1− ci) exp(Dai(θj − bi))
1 + exp(Dai(θj − bi)) (11)
onde θj e´ a habilidade do indiv´ıduo j, a constante ai e´ designada por paraˆmetro de dis-
criminac¸a˜o do item i, a constante bi e´ designada por paraˆmetro de dificuldade do item
i, a constante ci e´ designada por paraˆmetro de adivinhac¸a˜o (ass´ıntota inferior das curvas
caracter´ısticas dos itens) que esta´ relacionado com a possibilidade de um estudante indicar
a resposta correta a um item por acaso e D e´ uma constante de escala.
Quando considerado o paraˆmetro de adivinhac¸a˜o as curvas caracter´ısticas dos itens
possuem maior valor de intersec¸a˜o com o eixo vertical, designado usualmente por ordenada
na origem. Se o paraˆmetro de adivinhac¸a˜o for nulo a equac¸a˜o (11) corresponde ao modelo
log´ıstico com dois paraˆmetros (2PL) e se, para ale´m disso, os paraˆmetros de discriminac¸a˜o
se considerarem iguais para todos os itens a equac¸a˜o (11) corresponde ao modelo log´ıstico
com um paraˆmetro (1PL), tambe´m designado por modelo de Rasch [43], [54], [57].
Os modelos 1PL e 2PL podem ser escritos como modelos log´ısticos. Para o modelo 1PL,
a probabilidade do indiv´ıduo j responder corretamente ao item i e´ dada por:
Pi(θj) =
exp(a(θj − bi))
1 + exp(a(θj − bi)) (12)
sendo a o paraˆmetro de discriminac¸a˜o (igual para todos os itens), bi o paraˆmetro de
dificuldade do item i e θj a habilidade do indiv´ıduo j.




1 + exp(ai(θj − bi)) (13)
sendo ai o paraˆmetro de discriminac¸a˜o do item i, bi o paraˆmetro de dificuldade do item i e
θj a habilidade do indiv´ıduo j.
O paraˆmetro de dificuldade corresponde ao ponto na escala de habilidade para o qual ha´
50% de probabilidade de acertar o item. Ou seja, para todos os indiv´ıduos cuja habilidade
e´ igual ao paraˆmetro de dificuldade do item a probabilidade de responder corretamente ao
item e´ de 50%. Se a habilidade dos indiv´ıduos for inferior (resp. superior) ao paraˆmetro de
dificuldade a probabilidade de acertar o item e´ inferior (resp. superior) a 50% [54].
Partindo do modelo log´ıstico 2PL tem-se:
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exp(ai(θj − bi))
1 + exp(ai(θj − bi)) = 0, 5
⇔ exp(ai(θj − bi)) = 0, 5 + 0, 5 exp(ai(θj − bi))
⇔ exp(ai(θj − bi)) = 1
⇔ai(θj − bi) = 0
⇔ai = 0 ∨ θj = bi
O paraˆmetro de discriminac¸a˜o corresponde ao declive da curva caracter´ıstica do item no
paraˆmetro de dificuldade respetivo, indicando portanto a capacidade de discriminac¸a˜o do
item para indiv´ıduos com habilidade pro´xima do paraˆmetro de dificuldade.
Partindo do modelo log´ıstico 2PL tem-se:
P ′i (θj) =
ai exp(ai(θj − bi))
(1 + exp(ai(θj − bi)))2 .
Tomando a habilidade do indiv´ıduo igual ao paraˆmetro de dificuldade do item tem-se:
P ′i (bi) =
ai exp(ai(bi − bi))




Na realidade o paraˆmetro de discriminac¸a˜o e´ proporcional ao declive da curva carac-
ter´ıstica do item no paraˆmetro de dificuldade respetivo. Considerar que e´ igual ao declive
da curva caracter´ıstica do item no paraˆmetro de dificuldade respetivo, para ale´m de ser uma
boa aproximac¸a˜o, torna a interpretac¸a˜o do paraˆmetro de discriminac¸a˜o mais fa´cil na pra´tica
[3].
A carga fatorial de um item resulta de padronizar o paraˆmetro de discriminac¸a˜o do item





sendo ai o paraˆmetro de discriminac¸a˜o do item i.
E´ de esperar que as curvas caracter´ısticas dos itens sejam func¸o˜es mono´tonas crescentes,
ou seja, quanto maior a habilidade do indiv´ıduo maior e´ a probabilidade de este responder
corretamente ao item. As curvas caracter´ısticas dos itens obtidas com o modelo 1PL teˆm
como caracter´ıstica o facto de na˜o se intersetarem, uma vez que todas as curvas possuem o
mesmo paraˆmetro de discriminac¸a˜o (Figura 1).
Para determinar a quantidade de informac¸a˜o associada a cada curva caracter´ıstica do
item recorre-se a` curva de informac¸a˜o do item. Segundo Fisher a informac¸a˜o corresponde
ao inverso da precisa˜o com que um paraˆmetro e´ estimado, ou seja, a informac¸a˜o e´ o inverso
da variaˆncia de medic¸a˜o. Quanto maior a precisa˜o com que um paraˆmetro e´ estimado maior
e´ a informac¸a˜o sobre o valor do paraˆmetro [30].
A curva de informac¸a˜o total do teste corresponde a` soma de todas as curvas de informac¸a˜o
de cada item presente no teste. Esta curva indica a variac¸a˜o da precisa˜o do teste (inverso
da variaˆncia de medic¸a˜o) em func¸a˜o do valor da habilidade (Figura 2). A partir da curva
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Figura 1: Curvas caracter´ısticas dos itens (Modelo 1PL)
de informac¸a˜o, podem tambe´m retirar-se intervalos de confianc¸a para a habilidade de cada
indiv´ıduo, com erro de medic¸a˜o dependente do padra˜o de resposta do indiv´ıduo (Figura 3).
Uma vez que o erro padra˜o de medic¸a˜o na˜o e´ constante, depende da habilidade do
indiv´ıduo, a amplitude dos intervalos de confianc¸a para as classificac¸o˜es finais tambe´m varia
dependendo da habilidade.
Dada a dimensa˜o das amostras as frequeˆncias esperadas para os padro˜es de resposta sa˜o
baixas ou nulas. Deparamo-nos, portanto, com um problema de como avaliar a qualidade
do ajustamento em tabelas de contingeˆncia esparsas [48]. O caso espec´ıfico em ana´lise
foi abordado por Bartholomew e Tzamourani [5]. Estes conclu´ıram que, nesta situac¸a˜o, a
melhor forma de proceder a um teste da qualidade do ajustamento global do modelo e´ gerar
empiricamente a distribuic¸a˜o amostral da estat´ıstica χ2 usando o me´todo parame´trico de
bootstrap, da seguinte forma:
1) Ajustar o modelo aos dados originais e determinar o qui-quadrado (χ2orig);
2) Com base nas estimativas dos paraˆmetros do modelo identificar as distribuic¸o˜es de
cada item que, condicionadas pela habilidade θ, seguem uma Bernoulli B(1,pii(θ)), i=1, 2,
..., m;
3) Gerar aleatoriamente de (X1, ..., Xm) n vetores de resposta, sendo n a dimensa˜o dos
dados originais;
4) Ajustar o modelo a` nova amostra e determinar o qui-quadrado (χ2amost);
5) Repetir 3) e 4) um nu´mero elevado de vezes (no caso, 500 vezes);
6) Considerar o histograma dos va´rios χ2amost.
Realizar um teste de hipo´teses sendo:
H0: A qualidade do ajustamento e´ boa;
H1: A qualidade do ajustamento na˜o e´ boa.
Para comparar a qualidade do ajustamento dos modelos aos dados seguiu-se um procedi-
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Figura 2: Curva de informac¸a˜o total




















Figura 3: Erro padra˜o de medic¸a˜o
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mento baseado no teste de raza˜o de verosimilhanc¸as (LRT). Este teste e´ usado para comparar





, sendo L1 a verosimilhanc¸a do modelo com
menos paraˆmetros e L2 a verosimilhanc¸a do modelo com mais paraˆmetros. Assintoticamente
a raza˜o de verosimilhanc¸as segue uma distribuic¸a˜o χ2 com graus de liberdade iguais a`
diferenc¸a entre o nu´mero de paraˆmetros dos modelos [61]. O procedimento seguido foi
semelhante ao referido anteriormente para ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos
tendo sido realizado um teste de hipo´teses considerando:
H0: A qualidade do ajustamento dos modelos aos dados e´ semelhante;
H1: O modelo mais complexo revela melhor ajustamento aos dados.
A reduzida dimensa˜o das amostras na˜o permite que seja feito o ajustamento aos dados
do modelo log´ıstico com treˆs paraˆmetros (3PL). Sera´ analisada a qualidade do ajustamento
aos dados dos modelos log´ısticos 1PL e 2PL.
A unidimensionalidade da habilidade foi comprovada atrave´s de uma ana´lise em compo-
nentes principais sobre a matriz das correlac¸o˜es tetraco´ricas dos va´rios itens. A correlac¸a˜o
tetraco´rica e´ calculada para duas varia´veis bina´rias com varia´veis cont´ınuas subjacentes
seguindo uma distribuic¸a˜o binormal. Consiste, fundamentalmente, em considerar uma
tabela de contingeˆncia 2 × 2 como uma dupla dicotomizac¸a˜o de uma distribuic¸a˜o normal
bivariada e, em seguida, encontrar o coeficiente de correlac¸a˜o tetraco´rica de acordo com
as probabilidades conjuntas da referida tabela. O coeficiente de correlac¸a˜o tetraco´rica
e´, portanto, o coeficiente de correlac¸a˜o linear da designada distribuic¸a˜o normal bivariada
latente [16].
A hipo´tese de independeˆncia local sera´ verificada recorrendo a` ana´lise dos res´ıduos mar-
ginais de ordem 2.
Ainda no que concerne a` ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos recorreu-se
a` estat´ıstica item-fit e a` estat´ıstica person-fit. Atrave´s da estat´ıstica item-fit sa˜o detetados
itens que na˜o se ajustam bem ao modelo em ana´lise. Para tal recorre-se a um teste χ2, os
indiv´ıduos sa˜o ordenados de acordo com a sua habilidade estimada pelo modelo e agrupados
de acordo com determinado nu´mero de categorias. Dentro de cada grupo e´ calculada a
proporc¸a˜o de indiv´ıduos que respondem corretamente ao item, a qual e´ comparada com a
proporc¸a˜o estimada do modelo da Teoria de Resposta ao Item [51]. De modo semelhante,
atrave´s da estat´ıstica person-fit sa˜o detetados padro˜es de resposta aos itens considerados
improva´veis pelo modelo em ana´lise [40].
A estimac¸a˜o dos paraˆmetros nos modelos da TRI pode ser feita por ma´xima verosimi-
lhanc¸a ou pelo me´todo dos mı´nimos quadrados generalizados. Este u´ltimo me´todo procura
estimativas para os paraˆmetros que minimizem a distaˆncia, no sentido dos mı´nimos quadra-
dos, entre as proporc¸o˜es marginais de primeira e segunda-ordem observadas e esperadas. A
estimac¸a˜o por ma´xima verosimilhanc¸a recorre ao algoritmo EM (Expectation-Maximization).
Usando o teorema de Bayes e algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, os ca´lculos envolvem apenas
a avaliac¸a˜o das probabilidades a` posteriori dos padro˜es de resposta que ocorrem na amostra
[4].
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2.3 Comparac¸a˜o entre Teoria Cla´ssica de Testes e Te-
oria de Resposta ao Item
A Teoria de Resposta ao Item apresenta algumas vantagens face a` Teoria Cla´ssica de
Testes. Uma dessas vantagens e´ o facto de o erro de medic¸a˜o ser estimado com maior
precisa˜o, dependendo da habilidade de cada indiv´ıduo, a precisa˜o das medic¸o˜es e´ maior para
indiv´ıduos com habilidade interme´dia do que para indiv´ıduos com habilidades extremas [54].
Na Teoria Cla´ssica de Testes, por seu lado, o erro de medic¸a˜o e´ comum a todos os indiv´ıduos
independentemente da sua habilidade.
Outra das vantagens e´ o facto das estimativas obtidas serem independentes do teste a
que os indiv´ıduos foram submetidos, o que permite a comparac¸a˜o entre grupos de indiv´ıduos
submetidos a testes diferentes. Esta propriedade e´ utilizada para criar bancos de itens, que
permitem posicionar os indiv´ıduos, num determinado valor da habilidade, sem que tenham
que responder a um nu´mero excessivo de itens. Para ale´m da economia de tempo da´ı
resultante, evita-se que indiv´ıduos com baixa (resp. elevada) habilidade se sintam frustrados
por terem que responder a um grande nu´mero de itens com elevada (resp. baixa) dificuldade.
No caso da Teoria Cla´ssica de Testes, um teste com um reduzido nu´mero de itens teria
associado, provavelmente, um erro padra˜o de medic¸a˜o elevado. Tal na˜o sucede na Teoria
de Resposta ao Item, uma vez que nesta o erro padra˜o de medic¸a˜o depende apenas da
probabilidade de um indiv´ıduo responder corretamente ao item, dada a sua habilidade, pelo
que testes com poucos itens podem ser ta˜o ou mais fia´veis do que testes com um maior
nu´mero de itens [18].
Apesar de serem reconhecidas algumas vantagens da Teoria de Resposta ao Item relati-
vamente a` Teoria Cla´ssica de Testes, esta u´ltima continua a ser aplicada em va´rias a´reas.
Uma das razo˜es que pode justificar este facto resulta de os resultados obtidos com a Teoria
Cla´ssica de Testes serem muito pro´ximos dos obtidos com a Teoria de Resposta ao Item
quando as amostras teˆm grande dimensa˜o [54]. Para ale´m disso, a Teoria Cla´ssica de Testes
e´ de mais fa´cil compreensa˜o pela generalidade das pessoas, na˜o envolvendo conhecimentos
matema´ticos complexos.
Outra justificac¸a˜o para que a Teoria Cla´ssica de Testes continue a ter vasta aplicac¸a˜o deve-
se a` propriedade de invariaˆncia da Teoria de Resposta ao Item, ou seja, as caracter´ısticas dos
itens sa˜o independentes do grupo de indiv´ıduos que realizaram o teste, ter sido demonstrada
teoricamente [24], mas nem sempre se verificar na pra´tica. Em alguns estudos registaram-
se diferenc¸as, relativamente significativas, entre as caracter´ısticas dos itens considerando
amostras de indiv´ıduos diferentes. Tal sugere que a propriedade de invariaˆncia na˜o se
verifica [9], [41]. E´ de referir que existem tambe´m estudos que comprovaram na pra´tica
a propriedade da invariaˆncia [25].
Apesar de nos u´ltimos anos terem sido desenvolvidos va´rios softwares informa´ticos asso-
ciados a` Teoria de Resposta ao Item, esta teoria apresenta outro constrangimento que tem
impedido a sua maior aplicabilidade, a saber, o facto de o pressuposto de unidimensionali-
dade da habilidade ser bastante forte e, em diversas situac¸o˜es, na˜o se verificar [54].
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2.4 Calibrac¸a˜o
Comparar as classificac¸o˜es obtidas entre testes revela-se, muitas vezes, uma a´rea de
interesse, contudo devido a`s propriedades psicome´tricas dos testes utilizados (paraˆmetro
de dificuldade, paraˆmetro de discriminac¸a˜o, ...) e/ou aos grupos de examinandos e/ou ao
enunciado dos testes usados, nem sempre e´ poss´ıvel efetuar uma comparac¸a˜o direta dessas
classificac¸o˜es, como e´ costume fazer-se.
Quando se aplicam dois testes, a avaliar o mesmo construto, a dois grupos independentes
de indiv´ıduos um dos grupos pode obter melhores classificac¸o˜es do que o outro. Tal pode
dever-se ao facto dos indiv´ıduos com melhores classificac¸o˜es serem mais ha´beis, ou ao facto
de o teste a que foram submetidos ser mais acess´ıvel. Para perceber quais as razo˜es que
justificam as classificac¸o˜es obtidas e´ necessa´rio recorrer a te´cnicas de calibrac¸a˜o.
Quando se pretende calibrar classificac¸o˜es observadas em va´rias administrac¸o˜es de testes
o processo pode envolver, de um modo geral, dados de um u´nico grupo de indiv´ıduos que
se submeteram aos testes, de grupos equivalentes ou de grupos na˜o equivalentes.
No caso de se ter um u´nico grupo de indiv´ıduos este e´ submetido a dois testes diferentes,
qualquer diferenc¸a na distribuic¸a˜o das classificac¸o˜es observadas nos testes e´ atribu´ıda aos
testes em si, em particular, ao grau de dificuldade dos itens que compo˜em os testes, uma
vez que se assume que a habilidade dos indiv´ıduos e´ constante. Situac¸a˜o semelhante ocorre
quando estamos perante grupos equivalentes, ou seja, quando estes foram selecionados alea-
toriamente da populac¸a˜o sendo um grupo submetido a um teste e o outro grupo submetido a
outro teste. As diferenc¸as nas distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es observadas sa˜o atribu´ıdas aos
testes, uma vez que se assume que os grupos possuem a mesma habilidade. Se os grupos na˜o
forem equivalentes a populac¸a˜o deve ser definida indiretamente, usando amostras dos dois
grupos de indiv´ıduos que se submeteram aos testes, e devem ser tidas em considerac¸a˜o, para
ale´m dos testes em si, as diferenc¸as existentes entre a habilidade de cada um dos grupos de
indiv´ıduos. Para tal recorre-se a itens aˆncora presentes em ambos os testes que constituem
uma medic¸a˜o da habilidade comum aos dois grupos.
Dado que se considerou que a habilidade dos estudantes, que se submeteram aos testes
diagno´sticos nos diferentes anos, pode na˜o ser constante estamos perante grupos na˜o equiva-
lentes. Para criar uma escala comum, que permita a comparac¸a˜o das classificac¸o˜es obtidas, e´
necessa´rio calibrar as diferentes classificac¸o˜es em ana´lise para a escala de refereˆncia definida,
ou seja, transformar os resultados da escala em que se encontram para uma escala comum
a todas as classificac¸o˜es. Este processo e´ geralmente designado por calibrac¸a˜o.
As seguintes condic¸o˜es sa˜o necessa´rias para que se possa realizar o processo de calibrac¸a˜o:
 os testes em causa avaliam a mesma mate´ria (construto);
 calibrar do teste 1 para o teste 2 e´ igual a calibrar do teste 2 para o teste 1.
O processo de calibrac¸a˜o foi realizado seguindo duas metodologias: calibrac¸a˜o usando
Teoria Cla´ssica de Testes e calibrac¸a˜o usando Teoria de Resposta ao Item.
2.4.1 Calibrac¸a˜o usando Teoria Cla´ssica de Testes
A Teoria de Resposta ao Item tem sido amplamente utilizada na calibrac¸a˜o de resultados
de testes, dado que permite grande flexibilidade na forma como a calibrac¸a˜o e´ efetuada,
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permitindo calibrar testes com formas bastante d´ıspares. Em determinadas situac¸o˜es e´
poss´ıvel recorrer a me´todos de calibrac¸a˜o mais simples e com pressupostos menos exigentes
que se baseiam na Teoria Cla´ssica de Testes [32]. A n´ıvel nume´rico a calibrac¸a˜o baseada na
Teoria Cla´ssica de Testes e´ muito menos exigente do que a baseada na Teoria de Resposta
ao Item, uma vez que apenas e´ necessa´ria informac¸a˜o sobre as classificac¸o˜es obtidas pelos
indiv´ıduos, ao passo que na calibrac¸a˜o usando Teoria de Resposta ao Item e´ necessa´rio
estimar os paraˆmetros de cada um dos itens.
A leitura de Livingston [32], serviu de base para a explanac¸a˜o do processo de calibrac¸a˜o
que se segue.
Segundo Livingston [32], uma classificac¸a˜o num novo teste e uma classificac¸a˜o num teste
de refereˆncia esta˜o calibradas se o mesmo grupo de indiv´ıduos obtiver, no novo teste, a
mesma posic¸a˜o relativa que tinha no teste de refereˆncia.
No caso em estudo estamos perante grupos na˜o equivalentes, uma vez que se assume que
a habilidade dos estudantes que se submeteram aos testes diagno´sticos, nos diferentes anos,
pode na˜o ser constante.
Aplica´mos a calibrac¸a˜o separada, ou seja, os paraˆmetros dos itens dos va´rios testes foram
estimados ano a ano, repetindo-se o processo de calibrac¸a˜o para cada um dos anos.
Para realizar a calibrac¸a˜o podem ser seguidas va´rias te´cnicas, de acordo com a equac¸a˜o
que permite transformar as classificac¸o˜es numa escala para a escala de refereˆncia, estas
designam-se por lineares ou na˜o lineares.
Neste trabalho aplica´mos o me´todo linear. Se se considerarem dois testes X e Y diz-se que
as classificac¸o˜es observadas x e y, respetivamente no teste X e no teste Y, esta˜o calibradas







sendo as me´dias e os desvios padra˜o calculados no respetivo grupo de indiv´ıduos que se
submeteram ao teste [1].
Como estamos perante grupos na˜o equivalentes e´ necessa´rio que a informac¸a˜o dos itens
aˆncora seja tida em considerac¸a˜o na estimac¸a˜o dos paraˆmetros anteriormente referidos.
Como existem duas populac¸o˜es distintas, cada uma realizando um determinado teste, e´
necessa´rio definir uma nova populac¸a˜o S, que se designa por populac¸a˜o sinte´tica [6], a` custa
das duas populac¸o˜es que se submeteram aos testes.







µˆS(X) + µˆS(Y ) (15)
tendo-se para as me´dias
µˆS(X) = µˆ1(X)− w2γ1[µˆ1(V )− µˆ2(V )],
µˆS(Y ) = µˆ2(Y ) + w1γ2[µˆ1(V )− µˆ2(V )]
(16)
e para as variaˆncias
σˆ2S(X) = σˆ
2
1(X)− w2γ21 [σˆ21(V )− σˆ22(V )] + w1w2γ21 [µˆ1(V )− µˆ2(V )]2,
σˆ2S(Y ) = σˆ
2




1(V )− σˆ22(V )] + w1w2γ22 [µˆ1(V )− µˆ2(V )]2.
(17)
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Nas equac¸o˜es anteriores w1 e w2 sa˜o pesos cuja soma e´ igual a 1 que especificam a
contribuic¸a˜o de cada uma das populac¸o˜es 1 e 2 na estimac¸a˜o. O termo γ representa a
relac¸a˜o entre a classificac¸a˜o total em X e em Y com a respetiva classificac¸a˜o no conjunto
dos itens aˆncora, designado por V.
A estimac¸a˜o dos termos γ foi feita recorrendo ao me´todo de Tucker. Neste me´todo
a relac¸a˜o entre a classificac¸a˜o total e a obtida nos itens aˆncora e´ definida em termos de
declives de regressa˜o, γ1 e´ o declive da regressa˜o de X em V para a populac¸a˜o 1 e γ2 e´ o









A calibrac¸a˜o linear pode levar a que classificac¸o˜es muito elevadas ou muito baixas resultem
em valores para as classificac¸o˜es calibradas para a escala de refereˆncia fora dessa escala.
Outro problema da calibrac¸a˜o linear resulta de esta depender fortemente do grupo de
indiv´ıduos que se submeteu ao teste cujas classificac¸o˜es se pretendem calibrar. Quando
os dois testes diferem de forma significativa no seu grau de dificuldade a calibrac¸a˜o linear
pode diferir consideravelmente quando considerado um grupo de indiv´ıduos com habilidade
elevada e um com reduzida habilidade [32].
Para fazer face a esta situac¸a˜o pode recorrer-se a te´cnicas de calibrac¸a˜o na˜o linear, em
particular, a` calibrac¸a˜o por igualdade de percentis. Na calibrac¸a˜o por igualdade de percentis
e´ definida uma relac¸a˜o na˜o linear entre as duas escalas, de modo a que exista uma igualdade
entre as distribuic¸o˜es cumulativas das classificac¸o˜es em cada uma das escalas [1].
Neste estudo na˜o usa´mos calibrac¸a˜o na˜o linear devido a` reduzida dimensa˜o das amostras
e ao diminuto nu´mero de itens aˆncora entre os testes de 2009 e 2010 e os dos restantes anos.
2.4.2 Calibrac¸a˜o usando Teoria de Resposta ao Item
Os modelos assentes na Teoria de Resposta ao Item verificam a propriedade de invariaˆncia
dos paraˆmetros dos itens, ou seja, as estimativas dos paraˆmetros dos itens sa˜o independentes
da habilidade dos indiv´ıduos que a eles se submeteram [17]. Para a realizac¸a˜o do processo
de calibrac¸a˜o recorreu-se a esta propriedade.
Quando se pretende calibrar as classificac¸o˜es de mais do que dois testes e´ necessa´rio
determinar um conjunto de constantes de ligac¸a˜o para cada par de testes adjacentes. Estas
constantes transformam os paraˆmetros de um teste da escala em que se encontram para a
escala do outro teste sendo, posteriormente, calibrados para uma escala comum a todos os
testes. Tal como na Teoria Cla´ssica de Testes aplica´mos a calibrac¸a˜o separada.
A leitura de Weeks [60], serviu de base para a explanac¸a˜o do processo de calibrac¸a˜o que
se segue.
Tendo em considerac¸a˜o os modelos log´ısticos em ana´lise e o facto das questo˜es serem
cotadas dicotomicamente tem-se que, para um determinado par de testes, a equac¸a˜o que
permite transformar θO (escala original) em θF (escala final) e´:
θF,i = AθO,i +B = θ
∗
O,i (19)
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para o indiv´ıduo i. Tal como atra´s, usaremos θF = (θF,1, ..., θF,n) e θO = (θO,1, ..., θO,n)
para os vetores das classificac¸o˜es finais e originais, respetivamente. A e B sa˜o as constantes
usadas para ajustar o desvio padra˜o e a me´dia, respetivamente, e * representa o valor obtido
na escala final.
A alterac¸a˜o da escala leva a uma alterac¸a˜o dos paraˆmetros dos itens de modo a que as




b∗jO = AbjO +B
(20)
sendo j o item e A e B as constantes presentes na equac¸a˜o (19). Se se considerar o
modelo log´ıstico com treˆs paraˆmetros (3PL), o paraˆmetro de adivinhac¸a˜o na˜o e´ afetado
pela transformac¸a˜o pelo que c∗jO=cjO.
No caso de se pretender ter em considerac¸a˜o uma calibrac¸a˜o as equac¸o˜es (19) e (20)







denotando # o valor obtido na escala original. Tem-se ainda c#jF = cjF , uma vez que o
paraˆmetro de adivinhac¸a˜o na˜o sofre qualquer alterac¸a˜o.
Considerando J o conjunto de todos os itens presentes nos va´rios testes o subconjunto
V de J dos itens que sa˜o comuns a todos os testes, designados itens aˆncora, e´ usado para
estimar as constantes A e B.
Existem va´rios me´todos de calibrac¸a˜o baseados na Teoria de Resposta ao Item [28], [60].
Os quatro me´todos mais usados sa˜o me´dia/desvio padra˜o [37], me´dia/me´dia [34], Haebara
[22] e Stocking-Lord [52]. Os me´todos me´dia/desvio padra˜o e me´dia/me´dia, conhecidos por
me´todos dos momentos, sa˜o os que permitem determinar as referidas constantes de forma
mais simples, uma vez que apenas implicam o ca´lculo das me´dias e desvios padra˜o dos
diferentes paraˆmetros dos itens.
No me´todo me´dia/desvio padra˜o as me´dias e os desvios padra˜o sa˜o calculados conside-




B = µ(bF )− Aµ(bO).
(22)
Ao contra´rio do me´todo anterior que na˜o tem em considerac¸a˜o o paraˆmetro de dis-
criminac¸a˜o o me´todo me´dia/me´dia, aquele que aplica´mos neste estudo, considera os dois




B = µ(bF )− Aµ(bO).
(23)
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Haebara (1980) e Stocking e Lord (1983) propuseram me´todos baseados nas curvas
caracter´ısticas para estimac¸a˜o das constantes de ligac¸a˜o, as quais se obteˆm minimizando
a soma do quadrado das diferenc¸as entre as curvas caracter´ısticas dos itens aˆncora. Ambos
os me´todos assumem que os paraˆmetros na escala final sa˜o estimados sem erro. Para
fazer face a este facto Haebara propoˆs um novo crite´rio que considera simultaneamente
uma transformac¸a˜o dos paraˆmetros da escala original para a escala final e vice-versa. Esta
abordagem e´ conhecida como sime´trica e a abordagem t´ıpica como na˜o sime´trica.
Cap´ıtulo 3
Aplicac¸a˜o das metodologias aos dados
dos testes
Neste cap´ıtulo, e´ apresentada uma ana´lise cuidada e o mais completa poss´ıvel dos resul-
tados obtidos dos testes diagno´sticos levados a cabo na FCUP entre os anos 2009 e 2013. A
ana´lise sera´ feita primeiro numa base anual e depois numa base longitudinal para comparac¸a˜o
das habilidades me´dias das diferentes coortes de entrada recorrendo, para o efeito, a te´cnicas
de calibrac¸a˜o. Para os anos de 2009 e 2013, foram elaborados relato´rios, pela Prof Ana Rita
Gaio e pelos Prof Christian Lomp e Prof Paula Lomp, respetivamente, que naturalmente
funcionaram tambe´m como refereˆncias bibliogra´ficas para o trabalho agora apresentado.
3.1 Ano 2009
3.1.1 Descric¸a˜o dos dados/Ana´lise descritiva e explorato´ria
As perguntas do teste diagno´stico foram organizadas da forma indicada na Tabela 1.
O item 6 foi eliminado no in´ıcio do teste por conter, por lapso, duas opc¸o˜es iguais como
resposta poss´ıvel. Todas as ana´lises estat´ısticas que se seguem consideraram apenas os 29
itens restantes.
No teste em causa, que foi realizado por 363 estudantes, a classificac¸a˜o final podia tomar
valores entre 0 e 29 pontos. Para simplificac¸a˜o da apresentac¸a˜o das classificac¸o˜es, a nota
final foi considerada na escala usual de 0-20 valores.
3.1.2 Resultados
Uma vez que foi decidido pela comissa˜o responsa´vel pela implementac¸a˜o dos testes
diagno´sticos na˜o proceder a descontos na situac¸a˜o de indicac¸a˜o de resposta errada, a grande
maioria dos alunos optou por responder a quase todas as questo˜es que lhes foram colocadas
no teste.
Responderam corretamente a mais de metade dos itens 153 estudantes (42%). A dis-
tribuic¸a˜o observada para as classificac¸o˜es (0-20 valores) foi razoavelmente sime´trica, com
uma mediana de 9,0 valores, uma me´dia de 9,6 valores, e quartis de 7,6 e 11,7 valores. A
classificac¸a˜o ma´xima atribu´ıda foi de 20 valores (a um aluno) e a mı´nima foi de 0 valores
33
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P1 Simplificac¸a˜o de expresso˜es (quadrado do bino´mio)
P2 A´rea de figuras planas
P3 Regio˜es do plano
P4 Simplificac¸a˜o de expresso˜es com mo´dulos
P5 Razo˜es trigonome´tricas
P6 Equac¸o˜es de retas perpendiculares no plano
P7 Inequac¸o˜es com mo´dulos
P8 Simplificac¸a˜o de expresso˜es irracionais
P9 Simplificac¸a˜o de expresso˜es irracionais
P10 Simplificac¸a˜o de expresso˜es exponenciais e logar´ıtmicas
P11 Inequac¸o˜es irracionais
P12 Equac¸o˜es exponenciais
P13 Propriedades dos logar´ıtmos
P14 Func¸a˜o composta
P15 Derivada de uma func¸a˜o irracional
P16 Derivada de uma func¸a˜o exponencial
P17 Ca´lculo de limites
P18 Ca´lculo de limites
P19 Equac¸o˜es do segundo grau
P20 Caracter´ısticas de uma func¸a˜o quadra´tica
P21 Gra´fico de uma func¸a˜o racional
P22 Propriedades das func¸o˜es racionais
P23 Func¸a˜o composta
P24 Domı´nio de uma func¸a˜o
P25 Gra´fico de uma func¸a˜o dada a sua derivada
P26 Intersec¸a˜o dos gra´ficos de duas func¸o˜es
P27 Simplificac¸a˜o de expresso˜es trigonome´tricas
P28 Extremos de uma func¸a˜o trigonome´trica
P29 Gra´fico da derivada de uma func¸a˜o
P30 Inversa de uma func¸a˜o
Tabela 1: Organizac¸a˜o dos itens (2009)
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(a 2 alunos). Identificaram-se 11 outliers, 4 com classificac¸o˜es demasiado baixas e 7 com

















Figura 4: Classificac¸o˜es obtidas (2009)
3.1.2.1 Teoria Cla´ssica de Testes (TCT)
Determinou-se a proporc¸a˜o amostral de respostas corretas para cada um dos itens e os
coeficientes de correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos itens e a classificac¸a˜o final excluindo
o item em causa (Tabela 2). Em relac¸a˜o a`s percentagens de respostas corretas por item, a
mediana foi de 47%, a me´dia foi de 48%, os quartis de 39% e 57%, o mı´nimo foi de 19%,
atingido na questa˜o 11, e o ma´ximo foi de 79%, atingido na questa˜o 29 (Figura 5).
Quanto aos coeficientes de correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos itens e a classificac¸a˜o
final excluindo o item em causa, o valor mı´nimo encontrado foi de -0,158, na questa˜o 26,
e o ma´ximo foi de 0,532, observado na questa˜o 8. A me´dia destas va´rias correlac¸o˜es foi de
0,390, a mediana foi de 0,433 e os quartis de 0,353 e 0,466. Com excec¸a˜o do coeficiente
negativo e de um outro igual a apenas 0,102 (item 15), os valores encontrados esta˜o dentro
do que e´ usual encontrar-se na teoria de testes para avaliac¸a˜o educacional [59] (Tabela 2).
A consisteˆncia interna do teste foi aferida atrave´s do coeficiente alfa de Cronbach, avaliado
em 0,791, e do erro padra˜o de medic¸a˜o, avaliado em 2,43. A amplitude dos intervalos a 95%
de confianc¸a para a classificac¸a˜o verdadeira foi de 6,5 valores, numa escala de 0 a 20 valores.
A avaliac¸a˜o da poss´ıvel existeˆncia de itens na˜o consistentes foi feita, para cada item,
atrave´s do ca´lculo do coeficiente alfa de Cronbach para o conjunto de itens restantes apo´s
o item em causa ter sido eliminado. Apenas a eliminac¸a˜o da pergunta 15 e da pergunta 26
conduziu a um pequeno aumento do valor do coeficiente alfa de Cronbach correspondente
a` totalidade das perguntas (Tabela 2). Para ale´m deste facto, como o item 26 apresenta
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Figura 5: Percentagem de respostas corretas - para os itens (2009)
paraˆmetro de discriminac¸a˜o negativo e o item 15 e´ pouco discriminativo, ambos os itens
devem ser eliminados.
3.1.2.2 Teoria de Resposta ao Item (TRI)
Para ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos log´ısticos com um paraˆmetro
(1PL) e com dois paraˆmetros (2PL) realizou-se o procedimento anteriormente referido no
cap´ıtulo Me´todos (pa´g. 24). Definindo como n´ıvel de significaˆncia dos respetivos testes de
hipo´teses 5% concluiu-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que quer o modelo log´ıstico
com um paraˆmetro (1PL) quer o de dois paraˆmetros (2PL) revelaram bom ajustamento aos
dados. Na˜o foram, portanto, identificadas diferenc¸as estatisticamente significativas entre os
dois modelos, no que concerne a` qualidade do ajustamento.
No caso do modelo 1PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 779161623 e nos dados originais foi de 431006004
(Tabela 3 e Figura 6).
No caso do modelo 2PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 781677043 e nos dados originais foi de 419514885
(Tabela 4 e Figura 7).
Para comparac¸a˜o da qualidade do ajustamento dos modelos 1PL e 2PL realizou-se o teste
da raza˜o de verosimilhanc¸as, concluindo-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que na˜o
existe evideˆncia estat´ıstica de que o modelo 2PL se ajuste significativamente melhor aos
dados do que o modelo 1PL. Raza˜o pela qual se deveria reter este u´ltimo modelo (1PL), por
ser o mais simples.














P1 52 0,440 0,783 -0,103 1,027 0,716
P2 45 0,359 0,786 0,299 0,690 0,568
P3 48 0,353 0,786 0,113 0,741 0,595
P4 33 0,438 0,784 0,926 0,906 0,672
P5 47 0,466 0,782 0,137 0,975 0,698
P7 66 0,433 0,784 -0,779 1,034 0,719
P8 57 0,532 0,780 -0,299 1,491 0,831
P9 54 0,349 0,787 -0,244 0,710 0,579
P10 45 0,393 0,785 0,257 0,813 0,631
P11 19 0,466 0,785 1,670 1,018 0,713
P12 48 0,489 0,781 0,054 1,178 0,762
P13 73 0,462 0,784 -1,090 1,162 0,758
P14 69 0,480 0,783 -0,801 1,393 0,812
P15 38 0,102 0,795 2,792 0,172 0,170
P16 27 0,395 0,786 1,408 0,779 0,614
P17 26 0,336 0,788 1,730 0,672 0,558
P18 60 0,438 0,783 -0,510 0,983 0,701
P19 40 0,485 0,782 0,411 1,144 0,753
P20 56 0,386 0,785 -0,315 0,874 0,658
P21 41 0,355 0,786 0,566 0,694 0,570
P22 39 0,429 0,784 0,596 0,884 0,662
P23 65 0,511 0,781 -0,600 1,458 0,825
P24 37 0,435 0,784 0,673 0,860 0,652
P25 44 0,338 0,787 0,385 0,696 0,572
P26 34 -0,158 0,804 -1,943 -0,341 -0,323
P27 45 0,328 0,787 0,361 0,634 0,535
P28 59 0,264 0,790 -0,876 0,434 0,398
P29 79 0,506 0,783 -1,171 1,528 0,837
P30 51 0,499 0,781 -0,064 1,171 0,760
Me´dia 48 0,390 0,785 0,123 0,889 0,621
Tabela 2: Paraˆmetros estimados usando Teoria Cla´ssica de Testes e Teoria de Resposta
ao Item - Modelo 2PL (2009)
p0 p25 p50 p75 p95 p100
340804470 458981846 515018189 596426523 779161623 1916467359
Tabela 3: Percentis do χ2 - Modelo 1PL (2009)
p0 p25 p50 p75 p95 p100
315113138 421587268 485306380 578205517 781677043 1564443486
Tabela 4: Percentis do χ2 - Modelo 2PL (2009)






























Figura 7: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 2PL (2009)
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O percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste da raza˜o de verosimilhanc¸as gerado
por bootstrap foi de 260,8 sendo que nos dados originais foi de 172,6 (Tabela 5 e Figura 8).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
117,8 176,4 198,2 221,3 260,8 310,9
















Figura 8: Estat´ısticas de teste da raza˜o de verosimilhanc¸as (2009)
A qualidade do ajustamento do modelo e a hipo´tese de independeˆncia local foram avali-
adas analisando os res´ıduos marginais de ordem 2.
No caso do modelo 1PL detetaram-se diferenc¸as significativas (res´ıduos qui-quadrado
maiores do que 3,5) entre as frequeˆncias observada e esperada em alguns padro˜es de resposta
de pares de itens, a saber: (item 11, item 26), (item 12, item 26), (item 14, item 23), (item
14, item 26), (item 23, item 26), (item 23, item 29) e (item 26, item 29), Tabela 6.
Pares de
itens
(0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
O E O E O E O E
(11,26) - - 53 39 - - 17 31
(12,26) - - - - - - 51 72
(14,23) 80 48 47 79 31 63 205 174
(14,26) 63 81 - - 48 29 - -
(23,26) - - - - 54 34 - -
(23,29) 49 35 - - - - - -
(26,29) - - 34 20 - - - -
Tabela 6: Avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento - Modelo 1PL (2009)
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A avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo revela, portanto, qualidade
insatisfato´ria, na˜o se verificando a hipo´tese de independeˆncia local.
No caso do modelo 2PL apenas se detetaram diferenc¸as significativas entre as frequeˆncias
observada e esperada dos padro˜es de resposta para os pares de itens (item 8, item 24) e (item
14, item 23), ambos relacionados com a composic¸a˜o de func¸o˜es. Verificou-se, por exemplo,
que os alunos que erraram simultaneamente as duas questo˜es o fizeram um nu´mero de vezes




O E O E O E
(8,24) - - - - 56 41
(14,23) 80 59 47 67 31 -
Tabela 7: Avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento - Modelo 2PL (2009)
A avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo revela, portanto, boa
qualidade, assumindo-se como verificada a hipo´tese de independeˆncia local.
Pelo exposto, neste estudo, retivemos o modelo 2PL acima descrito. O histograma das
habilidades previstas e´ apresentado na Figura 9 e as estimativas obtidas para os paraˆmetros













Figura 9: Habilidades previstas pelo modelo da TRI (2009)
Os paraˆmetros de dificuldade variaram entre -1,943 e 2,792, apresentando uma mediana
de 0,113; os paraˆmetros de discriminac¸a˜o variaram entre -0,341 e 1,528, com uma mediana
de 0,884. Repare-se contudo que se encontrou um (u´nico) paraˆmetro de discriminac¸a˜o
negativo, correspondente ao item 26, e que o percentil 25 foi ja´ de 0,697. Num item com
paraˆmetro de discriminac¸a˜o negativo a probabilidade de resposta correta ao item diminui
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com o aumento da habilidade do indiv´ıduo. Geralmente, esta situac¸a˜o ocorre quando o item
na˜o esta´ bem formulado ou existe alguma informac¸a˜o que induz em erro os indiv´ıduos com
maior habilidade.
Tambe´m foram inclu´ıdas na Tabela 2 as cargas fatoriais estimadas as quais variaram entre
-0,323 e 0,837, com uma mediana de 0,663 e percentil 25 de 0,572. Este comportamento e´
ana´logo ao dos paraˆmetros de discriminac¸a˜o, dado que quanto maior for o declive de uma
curva caracter´ıstica de um item, maior e´ a correlac¸a˜o entre esse item e a habilidade, uma
vez que quanto maior for o paraˆmetro de discriminac¸a˜o de um item maior e´ a capacidade
do item de distinguir indiv´ıduos com habilidades pro´ximas do paraˆmetro de dificuldade.
As curvas caracter´ısticas dos itens sa˜o apresentadas na Figura 10. E´ poss´ıvel observar
que o item 26 apresenta um paraˆmetro de discriminac¸a˜o negativo e que os itens 15 e 28
apresentam baixa capacidade de discriminac¸a˜o. A combinac¸a˜o dos elementos apresentados
na Tabela 2 e Figura 10 sugere que: o item 26 na˜o deveria constar da escala de avaliac¸a˜o
final, por apresentar uma carga factorial negativa; os itens 15 e 28 sa˜o pouco discriminativos,
e poderiam eventualmente ser tambe´m eliminados da escala. As respostas obtidas por
categoria de opc¸a˜o para cada um destes itens sa˜o apresentadas na Tabela 8. Verifica-se
que no item 15 e no item 26 houve, respetivamente, duas e treˆs opc¸o˜es muito disputadas
pelos alunos. A questa˜o 15 dizia respeito ao ca´lculo da primeira derivada de uma func¸a˜o
irracional, apresentou elevado grau de dificuldade tendo os alunos hesitado entre duas das
opc¸o˜es de resposta (Tabela 2 e Tabela 8). Para ale´m de, como ja´ foi referido, ter apresentado
baixa capacidade de discriminac¸a˜o entre os indiv´ıduos. Relativamente a` questa˜o 26 dizia
respeito ao nu´mero de intersec¸o˜es do gra´fico de uma dada func¸a˜o trigonome´trica com uma
dada func¸a˜o exponencial. Nesta questa˜o os alunos com maior habilidade revelaram maior
dificuldade em selecionar a resposta correta do que os alunos com menor habilidade. A
distribuic¸a˜o das respostas a este item dividindo os indiv´ıduos com maior habilidade dos que
teˆm menor habilidade e´ semelhante. O maior acerto dos estudantes com menor habilidade
deveu-se ao acaso. Na questa˜o 28 pretendia-se que os estudantes indicassem o nu´mero de
extremos de uma dada func¸a˜o trigonome´trica num determinado intervalo.
Item NR A B C D
15 20 (6%) 139 (38%) 36 (10%) 152 (42%) 16 (4%)
26 13 (4%) 16 (4%) 125 (34%) 92 (25%) 117 (32%)
28 19 (5%) 28 (8%) 72 (20%) 214 (59%) 30 (8%)
Tabela 8: Respostas aos itens 15, 26 e 28 por opc¸a˜o (A, B, C ou D), para o ano de
2009. As ce´lulas a verde representam a opc¸a˜o correta.
A curva de informac¸a˜o total do teste e´ apresentada na Figura 11.
O gra´fico do erro padra˜o de medic¸a˜o em func¸a˜o da habilidade corresponde a` Figura
12. Em particular, estes gra´ficos (equivalentes) sugerem valores da habilidade para os
quais a fiabilidade do teste e´ maior. Repare-se que a zona de maior precisa˜o corresponde
precisamente aos valores da habilidade para os quais ja´ se tinha identificado um maior poder
de discriminac¸a˜o dos itens. O ponto ma´ximo de informac¸a˜o (5,966) foi atingido em 0,342
desvios padra˜o abaixo da me´dia da habilidade. Este valor corresponde a um coeficiente alfa
de Cronbach superior ao valor (constante) obtido da TCT.
Relativamente a` unidimensionalidade da habilidade esta foi comprovada atrave´s de uma
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Figura 10: Curvas caracter´ısticas dos itens (2009)














Figura 11: Curva de informac¸a˜o total (2009)
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Figura 12: Erro padra˜o de medic¸a˜o (2009)
ana´lise em componentes principais sobre a matriz das correlac¸o˜es tetraco´ricas dos va´rios
itens. A percentagem da variaˆncia total explicada pela primeira componente foi de 23,3%
enquanto que essa percentagem foi de apenas 5,6% para a segunda componente (Figura 13).


























Figura 13: Valores pro´prios e componentes principais (2009)
A estat´ıstica item-fit mostrou que apenas 6 itens (14, 16, 22, 23, 27, 29) na˜o se ajustaram
CAPI´TULO 3. APLICAC¸A˜O DAS METODOLOGIAS AOS DADOS DOS TESTES 44
corretamente ao modelo seguido, enquanto que a estat´ıstica person-fit identificou apenas 7
padro˜es de resposta como inconsistentes para o modelo estimado.
3.2 Ano 2010
3.2.1 Descric¸a˜o dos dados/Ana´lise descritiva e explorato´ria
No ano 2010 foi aplicado o mesmo teste diagno´stico do ano 2009, tendo sido feita a
correc¸a˜o das opc¸o˜es da questa˜o 6 e substitu´ıda a questa˜o 26, que se revelara problema´tica,
por outra questa˜o (Apeˆndice 1). Realizaram o teste 218 estudantes. Seguiu-se a mesma
abordagem na ana´lise dos resultados obtidos.
3.2.2 Resultados
Responderam corretamente a pelo menos metade dos itens 87 estudantes (40%). A
distribuic¸a˜o observada para as classificac¸o˜es (0-20 valores) foi razoavelmente sime´trica, com
uma mediana de 8,7 valores, uma me´dia de 9,1 valores, e quartis de 6,7 e 11,3 valores. A
classificac¸a˜o ma´xima atribu´ıda foi de 19,3 valores (a dois alunos) e a mı´nima foi de 0 valores
(obtida por um aluno), Figura 14. Identificaram-se sete outliers, um com uma classificac¸a˜o


















Figura 14: Classificac¸o˜es obtidas (2010)
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3.2.2.1 Teoria Cla´ssica de Testes (TCT)
Em relac¸a˜o a`s percentagens de respostas corretas por item, a mediana foi de 46% assim
como a me´dia, os quartis de 37% e 55%, o mı´nimo foi de 15%, atingido na questa˜o 11, e o
ma´ximo foi de 75%, atingido na questa˜o 29 (Figura 15).


















Figura 15: Percentagem de respostas corretas - para os itens (2010)
Quanto aos coeficientes de correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos itens e a classificac¸a˜o
final excluindo o item em causa, o valor mı´nimo encontrado foi de 0,107, na questa˜o 15,
e o ma´ximo foi de 0,558, observado na questa˜o 26. A me´dia destas va´rias correlac¸o˜es foi
de 0,403, a mediana foi de 0,420 e os quartis de 0,366 e 0,447. Com excec¸a˜o do coeficiente
mı´nimo e do obtido para o item 25 (0,177) os valores encontrados esta˜o dentro do que e´
usual encontrar-se na teoria de testes para avaliac¸a˜o educacional (Tabela 9).
A consisteˆncia interna do teste foi aferida atrave´s do coeficiente alfa de Cronbach, avaliado
em 0,802, e do erro padra˜o de medic¸a˜o, avaliado em 2,47. A amplitude dos intervalos a 95%
de confianc¸a para a classificac¸a˜o verdadeira foi de 6,3 valores, numa escala de 0 a 20 valores.
A avaliac¸a˜o da poss´ıvel existeˆncia de itens na˜o consistentes foi feita, para cada item,
atrave´s do ca´lculo do coeficiente alfa de Cronbach para o conjunto de itens restantes apo´s
o item em causa ter sido eliminado. Apenas a eliminac¸a˜o da pergunta 15 e da pergunta 25
conduziu a um pequeno aumento do valor do coeficiente alfa de Cronbach correspondente a`
totalidade das perguntas (Tabela 9). Como estas questo˜es sa˜o tambe´m pouco discriminativas
devem ser eliminadas.














P1 47 0,419 0,796 0,147 0,889 0,664
P2 46 0,361 0,798 0,227 0,766 0,608
P3 43 0,432 0,795 0,331 0,920 0,677
P4 28 0,337 0,799 1,449 0,697 0,572
P5 49 0,402 0,796 0,054 0,864 0,654
P6 44 0,402 0,796 0,311 0,833 0,640
P7 62 0,450 0,795 -0,573 1,081 0,734
P8 57 0,529 0,792 -0,317 1,395 0,813
P9 52 0,457 0,794 -0,132 1,044 0,722
P10 43 0,432 0,795 -0,319 0,960 0,693
P11 15 0,300 0,801 3,288 0,569 0,495
P12 47 0,450 0,795 0,136 0,955 0,691
P13 69 0,407 0,797 -0,980 0,969 0,696
P14 62 0,408 0,796 -0,666 0,864 0,654
P15 35 0,107 0,806 2,670 0,229 0,223
P16 27 0,433 0,796 1,294 0,874 0,658
P17 24 0,282 0,801 2,363 0,519 0,460
P18 56 0,378 0,797 -0,377 0,820 0,634
P19 37 0,420 0,796 0,728 0,801 0,625
P20 47 0,362 0,798 0,149 0,748 0,599
P21 38 0,272 0,801 1,094 0,484 0,436
P22 35 0,427 0,796 0,799 0,887 0,664
P23 56 0,463 0,794 -0,315 1,101 0,740
P24 33 0,446 0,795 0,917 0,875 0,659
P25 39 0,177 0,804 1,414 0,324 0,308
P26 72 0,558 0,792 -0,789 1,804 0,875
P27 39 0,442 0,795 0,561 0,897 0,668
P28 46 0,377 0,797 0,223 0,779 0,614
P29 75 0,503 0,795 -0,982 1,631 0,853
P30 48 0,444 0,795 0,083 1,020 0,714
Me´dia 46 0,403 0,797 0,448 0,887 0,635
Tabela 9: Paraˆmetros estimados usando Teoria Cla´ssica de Testes e Teoria de Resposta
ao Item - Modelo 2PL (2010)
3.2.2.2 Teoria de Resposta ao Item (TRI)
Para ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos log´ısticos com um paraˆmetro
(1PL) e com dois paraˆmetros (2PL) realizou-se o procedimento anteriormente referido no
cap´ıtulo Me´todos (pa´g. 24). Definindo como n´ıvel de significaˆncia dos respetivos testes de
hipo´teses 5% concluiu-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que quer o modelo log´ıstico
com um paraˆmetro (1PL) quer o de dois paraˆmetros (2PL) revelaram bom ajustamento aos
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dados. Na˜o foram, portanto, identificadas diferenc¸as estatisticamente significativas entre os
dois modelos, no que concerne a` qualidade do ajustamento.
No caso do modelo 1PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 1803178766 e nos dados originais foi de 1367130274
(Tabela 10 e Figura 16).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
572338966 839134177 991057331 1204401348 1803178766 6274116050














Figura 16: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 1PL (2010)
No caso do modelo 2PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 1769783448 e nos dados originais foi de 1416324471
(Tabela 11 e Figura 17).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
459451646 772808639 917636798 1159312588 1769783448 5714615667
Tabela 11: Percentis do χ2 - Modelo 2PL (2010)
Realizado o teste da raza˜o de verosimilhanc¸as para comparac¸a˜o da qualidade do ajus-
tamento dos modelos 1PL e 2PL, concluiu-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que
na˜o existe evideˆncia estat´ıstica de que o modelo 2PL se ajuste significativamente melhor aos
dados do que o modelo 1PL.














Figura 17: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 2PL (2010)
O percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste da raza˜o de verosimilhanc¸as gerado
por bootstrap foi de 114,5 sendo que nos dados originais foi de 56,5 (Tabela 12 e Figura 18).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
43,8 71,6 84,0 97,1 114,5 158,6
Tabela 12: Percentis das razo˜es de verosimilhanc¸a (2010)
A qualidade do ajustamento do modelo e a hipo´tese de independeˆncia local foram avali-
adas analisando os res´ıduos marginais de ordem 2.
No caso do modelo 1PL detetaram-se diferenc¸as significativas (res´ıduos qui-quadrado
maiores que 3,5) entre as frequeˆncias observada e esperada em alguns padro˜es de resposta
de pares de itens, a saber: (item 3, item 15), (item 4, item 15), (item 14, item 23) e (item
26, item 29), Tabela 13.
Pares de
itens
(0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
O E O E O E O E
(3,15) - - - - 49 37 28 40
(4,15) - - 46 35 - - 16 28
(14,23) 56 43 - - 27 40 - -
(26,29) 32 20 22 34 - - - -
Tabela 13: Avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento - Modelo 1PL (2010)
A avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo revela, portanto, qualidade
insatisfato´ria, na˜o se verificando a hipo´tese de independeˆncia local.















Figura 18: Estat´ısticas de teste da raza˜o de verosimilhanc¸as (2010)
Apo´s ajustamento do modelo 2PL, na˜o se detetaram diferenc¸as significativas entre as
frequeˆncias observada e esperada dos padro˜es de resposta para os diferentes pares de itens. A
avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo revela, portanto, boa qualidade,
assumindo-se como verificada a hipo´tese de independeˆncia local.
Pelo exposto, neste estudo, retivemos o modelo 2PL acima descrito.
O histograma das habilidades previstas e´ apresentado na Figura 19 e as estimativas
obtidas para os paraˆmetros de dificuldade e discriminac¸a˜o sa˜o apresentadas na Tabela 9.
Os paraˆmetros de dificuldade variaram entre -0,982 e 3,288, apresentando uma mediana
de 0,225; os paraˆmetros de discriminac¸a˜o variaram entre 0,229 e 1,804, com uma mediana
de 0,875. Relativamente aos paraˆmetros de discriminac¸a˜o o percentil 25 foi ja´ de 0,769.
As cargas fatoriais estimadas variaram entre 0,223 e 0,875, com uma mediana de 0,658
e percentil 25 de 0,610. As curvas caracter´ısticas dos itens sa˜o apresentadas na Figura
20. E´ poss´ıvel observar que o item 11, relativo a` resoluc¸a˜o de uma inequac¸a˜o racional, e o
item 15 apresentaram elevado paraˆmetro de dificuldade, uma vez que as respetivas curvas
caracter´ısticas dos itens se encontram deslocadas para a direita. O item 15, assim como
o item 25, relacionado com o gra´fico de uma func¸a˜o dada a sua derivada, apresentaram
baixa capacidade de discriminac¸a˜o. A combinac¸a˜o dos elementos apresentados na Tabela
9 e Figura 20 sugere que o item 15 poderia ser eliminado da escala de avaliac¸a˜o final, por
apresentar uma carga factorial baixa e ser pouco discriminativo. As respostas obtidas por
categoria de opc¸a˜o para este item sa˜o apresentadas na Tabela 14, verificando-se que houve
duas opc¸o˜es muito disputadas pelos alunos.
Tendo tambe´m em considerac¸a˜o o que se obteve para o ano 2009, verificou-se que
os conteu´dos cujos itens apresentaram maior paraˆmetro de dificuldade envolvem func¸o˜es
irracionais (inequac¸o˜es e derivadas), ca´lculo de derivadas (func¸o˜es irracionais e exponenciais)
e de limites com func¸o˜es logar´ıtmicas. Os itens mais acess´ıveis abordam inequac¸o˜es com














Figura 19: Habilidades previstas pelo modelo da TRI (2010)
















































Figura 20: Curvas caracter´ısticas dos itens (2010)
Item NR A B C D
15 15 (7%) 77 (35%) 19 (9%) 92 (42%) 16 (4%)
Tabela 14: Respostas ao item 15 por opc¸a˜o (A, B, C ou D), para o ano de 2010. A
ce´lula a verde representa a opc¸a˜o correta.
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mo´dulos, propriedades dos logaritmos, func¸a˜o composta e o gra´fico da derivada de uma
func¸a˜o. Os conteu´dos que mais discriminam os indiv´ıduos esta˜o relacionados com func¸o˜es
irracionais, func¸a˜o composta e com o gra´fico da derivada de uma func¸a˜o. O conteu´do que se
revelou menos discriminativo diz respeito ao ca´lculo da derivada de uma func¸a˜o irracional.
A curva de informac¸a˜o total do teste e´ apresentada na Figura 21.














Figura 21: Curva de informac¸a˜o total (2010)
O gra´fico do erro padra˜o de medic¸a˜o em func¸a˜o da habilidade corresponde a` Figura 22.
O ponto ma´ximo de informac¸a˜o (5,911) foi atingido em 0,41 desvios padra˜o abaixo da me´dia
da habilidade. Este valor corresponde a um coeficiente alfa de Cronbach superior ao valor
(constante) obtido da TCT. A partir da curva de informac¸a˜o, podem-se tambe´m retirar
intervalos de confianc¸a para a habilidade de cada aluno, com erro de medic¸a˜o dependente
do padra˜o de resposta do aluno.
Relativamente a` unidimensionalidade da habilidade, realizou-se uma ana´lise em compo-
nentes principais sobre a matriz das correlac¸o˜es tetraco´ricas dos va´rios itens. A percentagem
da variaˆncia total explicada pela primeira componente foi de 22,3% enquanto que essa
percentagem foi de 6,4% para a segunda componente (Figura 23).
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Figura 22: Erro padra˜o de medic¸a˜o (2010)

























Figura 23: Valores pro´prios e componentes principais (2010)
A estat´ıstica item-fit mostrou que apenas os itens 6 e 15 na˜o se ajustaram corretamente
ao modelo seguido, enquanto que a estat´ıstica person-fit identificou apenas 4 padro˜es de
resposta como inconsistentes para o modelo estimado.
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3.3 Ano 2011
3.3.1 Descric¸a˜o dos dados/Ana´lise descritiva e explorato´ria
No ano 2011 o teste diagno´stico foi realizado no computador usando o programa Mooshak
da autoria do Prof Jose´ Paulo Leal do Departamento de Cieˆncia de Computadores da FCUP.
O teste foi constitu´ıdo por 30 questo˜es organizadas em 24 grupos. Por cada resposta
correta e´ atribu´ıdo 1 ponto e por cada resposta errada −1
3
. Os alunos podem selecionar
mais do que uma opc¸a˜o de resposta, contudo para ana´lise do conhecimento do aluno a
resposta so´ foi considerada correta se foi assinalada apenas a opc¸a˜o certa. Esta foi tambe´m a
interpretac¸a˜o feita pela Prof Paula Lomp quando analisou os resultados do teste diagno´stico.
Associado a 19 dos 24 grupos de questo˜es existe um banco de questo˜es e o programa
seleciona 1, 2 ou 4 questo˜es dentro de cada grupo, dependendo do grupo. Estas questo˜es
foram preparadas por va´rios membros do Departamento de Matema´tica e pela Prof Ana
Paula Toma´s do Departamento de Cieˆncias de Computadores da FCUP, que alia´s foi res-
ponsa´vel pela elaborac¸a˜o de uma metodologia de gerac¸a˜o de opc¸o˜es para perguntas de
escolha mu´ltipla. A implementac¸a˜o computacional da metodologia e integrac¸a˜o no Mooshak
foi da responsabilidade do Prof Jose´ Paulo Leal. Os restantes grupos (G9, G11, G15, G18
e G24) consistiram em questo˜es fixas iguais para todos os estudantes.
As perguntas foram organizadas da forma indicada na Tabela 15.
Numa primeira ana´lise a`s questo˜es do banco de itens observou-se existir grande hetero-
geneidade nos conhecimentos inerentes a` resoluc¸a˜o de alguns dos itens presentes no mesmo
grupo. Verificou-se, por exemplo, no primeiro grupo de itens, referente a operac¸o˜es com
nu´meros racionais, existirem itens cuja resoluc¸a˜o envolve apenas a adic¸a˜o de nu´meros racio-
nais e outros que envolvem para ale´m desta operac¸a˜o a multiplicac¸a˜o ou divisa˜o de nu´meros
racionais, sendo, portanto, mais complexos. Situac¸a˜o ana´loga ocorreu relativamente a outros
grupos de itens. Para fazer face a este facto foi ponderada a possibilidade de se reagruparem
os itens em novos grupos mais homoge´neos, contudo tal na˜o se revelou via´vel dado o reduzido
nu´mero de respostas que se obteriam a va´rios itens.
Imediatamente apo´s a submissa˜o do teste, os estudantes teˆm acesso a` classificac¸a˜o obtida
e a` correc¸a˜o do que fizeram, ficando a saber as questo˜es que erraram e quais seriam as
respostas corretas.
Para ana´lise dos resultados obtidos, dado o reduzido nu´mero de respostas que se obteriam
a va´rios itens, optou-se por dicotomizar a cotac¸a˜o atribu´ıda em cada grupo de questo˜es.
Atribuiu-se 1 ponto caso o estudante tenha obtido pelo menos metade da cotac¸a˜o ma´xima
desse grupo de questo˜es e 0 pontos caso contra´rio.
O teste em causa foi realizado por 328 estudantes e a classificac¸a˜o final podia, portanto,
variar entre 0 e 24 pontos. Para simplificac¸a˜o da apresentac¸a˜o das classificac¸o˜es, a nota final
foi considerada na escala usual de 0-20 valores.
3.3.2 Resultados
Responderam corretamente a mais de metade dos grupos de itens 187 estudantes (57%).
A distribuic¸a˜o observada para as classificac¸o˜es (0-20 valores) foi razoavelmente sime´trica,
com uma mediana de 10,0 valores, uma me´dia de 10,6 valores, e quartis de 7,5 e 13,3 valores.
A classificac¸a˜o ma´xima atribu´ıda foi de 20 valores (a dois alunos) e a mı´nima foi de 0 valores
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G1 - Operac¸o˜es com nu´meros racionais 2 Questo˜es
G2 - Operac¸o˜es com poteˆncias 2 Questo˜es
G3 - Ordenac¸a˜o de nu´meros reais 1 Questa˜o
G4 - Operac¸o˜es com radicais 1 Questa˜o
G5 - Equac¸o˜es do primeiro grau 1 Questa˜o
G6 - Equac¸o˜es do segundo ou terceiro grau 1 Questa˜o
G7 - Conjunc¸a˜o e disjunc¸a˜o de inequac¸o˜es 1 Questa˜o
G8 - Inequac¸o˜es do tipo ax2 + bx+ c > d ou do tipo ax+c
bx+d
> 0 1 Questa˜o
G9 - ”|3 + 2x| > 1⇔” 1 Questa˜o
G10 - Domı´nios de expresso˜es alge´bricas 1 Questa˜o
G11 - ”Se x > 3,
√
x2 − 9 =” 1 Questa˜o
G12 - Simplificac¸a˜o de expresso˜es alge´bricas 1 Questa˜o
G13 - Gra´ficos de func¸o˜es (incluindo translac¸o˜es) 1 Questa˜o
G14 - Identificac¸a˜o de retas pela equac¸a˜o 1 Questa˜o
G15 - ”Se f(x) = 1
x
e g(x) = ex + 1, enta˜o (f ◦ g)(x) = ” 1 Questa˜o
G16 - Divisa˜o de polino´mios 1 Questa˜o
G17 - Senos e co-senos de alguns aˆngulos 1 Questa˜o
G18 - ”Se α e´ um aˆngulo do 4º quadrante e cos(α) = 1
3
enta˜o sin(α) =” 1 Questa˜o
G19 - Utilizac¸a˜o da fo´rmula fundamental da trigonometria 1 Questa˜o
G20 - Ca´lculos ba´sicos envolvendo logaritmos 4 Questo˜es
G21 - Inequac¸o˜es com logaritmos e exponeˆnciais 2 Questo˜es
G22 - Limites de func¸o˜es com x→∞ ou x→ −∞ 1 Questa˜o
G23 - Limites de func¸o˜es do tipo p(x)
x−a quando x→ a 1 Questa˜o
G24 - ”limx→2 x
2−4
x2+x−6” 1 Questa˜o
Tabela 15: Organizac¸a˜o dos itens (2011)
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Figura 24: Classificac¸o˜es obtidas (2011)
3.3.2.1 Teoria Cla´ssica de Testes (TCT)
Em relac¸a˜o a`s percentagens de respostas corretas por grupo de itens, a mediana foi de
50%, a me´dia de 53%, os quartis de 46% e 60%, o mı´nimo foi de 22%, atingido no grupo 21,
e o ma´ximo foi de 90%, atingido no grupo 5 que e´ um outlier (Figura 25).
Quanto aos coeficientes de correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos grupos de itens e a
classificac¸a˜o final excluindo o grupo em causa, o valor mı´nimo encontrado foi de 0,311, no
grupo de itens 1, e o ma´ximo foi de 0,717, observado no grupo de questo˜es 20. A me´dia
destas va´rias correlac¸o˜es foi de 0,466, a mediana foi de 0,482 e os quartis de 0,437 e 0,507.
Todos os valores encontrados esta˜o dentro do que e´ usual encontrar-se na teoria de testes
para avaliac¸a˜o educacional (Tabela 16).
A consisteˆncia interna do teste foi aferida atrave´s do coeficiente alfa de Cronbach, avaliado
em 0,825, e do erro padra˜o de medic¸a˜o, avaliado em 2,14. A amplitude dos intervalos a 95%
de confianc¸a para a classificac¸a˜o verdadeira foi de 7 valores, numa escala de 0 a 20 valores.
A avaliac¸a˜o da poss´ıvel existeˆncia de grupos de itens na˜o consistentes foi feita, para cada
grupo de itens, atrave´s do ca´lculo do coeficiente alfa de Cronbach para o conjunto de grupos
de itens restantes apo´s o grupo em causa ter sido eliminado. Nenhuma eliminac¸a˜o de grupos
de itens conduziu a um aumento do valor do coeficiente α de Cronbach correspondente a`
totalidade das perguntas (Tabela 16).














G1 76 0,311 0,825 -1,896 0,671 0,557
G2 38 0,504 0,818 0,549 1,113 0,750
G3 50 0,441 0,820 0,015 0,871 0,657
G4 69 0,452 0,820 -0,951 1,007 0,710
G5 90 0,499 0,822 -2,145 1,253 0,782
G6 73 0,528 0,818 -1,002 1,255 0,782
G7 62 0,347 0,823 -0,810 0,677 0,561
G8 49 0,498 0,818 0,038 1,103 0,741
G9 49 0,554 0,816 0,032 1,294 0,791
G10 51 0,425 0,821 -0,033 0,893 0,666
G11 47 0,453 0,820 0,164 0,971 0,697
G12 43 0,470 0,819 0,343 0,982 0,701
G13 59 0,467 0,819 -0,428 1,017 0,713
G14 50 0,582 0,815 -0,018 1,407 0,815
G15 58 0,408 0,821 -0,452 0,851 0,648
G16 52 0,360 0,823 -0,113 0,719 0,584
G17 60 0,504 0,818 -0,462 1,053 0,725
G18 40 0,493 0,818 0,489 1,049 0,724
G19 48 0,535 0,817 0,087 1,198 0,768
G20 53 0,717 0,810 -0,119 2,214 0,911
G21 22 0,505 0,820 1,377 1,149 0,754
G22 64 0,510 0,818 -0,632 1,153 0,756
G23 33 0,365 0,823 1,066 0,731 0,590
G24 34 0,451 0,820 0,839 0,947 0,687
Me´dia 53 0,466 0,819 -0,169 1,067 0,711
Tabela 16: Paraˆmetros estimados usando Teoria Cla´ssica de Testes e Teoria de
Resposta ao Item - Modelo 2PL (2011)
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Figura 25: Percentagem de respostas corretas - para os itens (2011)
3.3.2.2 Teoria de Resposta ao Item (TRI)
Para ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos log´ısticos com um paraˆmetro
(1PL) e de dois paraˆmetros (2PL) procedeu-se de modo semelhante ao realizado para os
anos anteriores.
Realizado o procedimento anteriormente referido, concluiu-se pela rejeic¸a˜o da hipo´tese
nula no caso do modelo log´ıstico com um paraˆmetro (1PL), pelo que na˜o revelou bom
ajustamento aos dados, e pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula no caso do modelo de dois
paraˆmetros (2PL) pelo que este revelou bom ajustamento aos dados. Foram, portanto,
identificadas diferenc¸as estatisticamente significativas entre os dois modelos, no que concerne
a` qualidade do ajustamento, sendo melhor a do modelo de dois paraˆmetros (2PL).
No caso do modelo 1PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 27392327 e nos dados originais foi de 28478539 (Tabela
17 e Figura 26).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
9165299 13454166 15411081 18599857 27392327 95088294
Tabela 17: Percentis do χ2 - Modelo 1PL (2011)
No caso do modelo 2PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 23968119 e nos dados originais foi de 28037997 (Tabela
18 e Figura 27).
















Figura 26: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 1PL (2011)
p0 p25 p50 p75 p95 p100
8697794 13109589 15166031 18578579 28037997 90815699















Figura 27: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 2PL (2011)
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Realizou-se o teste da raza˜o de verosimilhanc¸as para comparac¸a˜o da qualidade do ajus-
tamento dos modelos 1PL e 2PL, concluindo-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que
na˜o existe evideˆncia estat´ıstica de que o modelo 2PL se ajuste significativamente melhor aos
dados do que o modelo 1PL.
O percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste da raza˜o de verosimilhanc¸as gerado
por bootstrap foi de 105,4 sendo que nos dados originais foi de 53,5 (Tabela 19 e Figura 28).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
40,1 66,0 77,4 88,2 105,4 132,6













Figura 28: Estat´ısticas de teste da raza˜o de verosimilhanc¸as (2011)
A qualidade do ajustamento do modelo e a hipo´tese de independeˆncia local do modelo
2PL foram avaliadas analisando os res´ıduos marginais de ordem 2.
Apo´s ajustamento do modelo, na˜o se detetaram diferenc¸as significativas (res´ıduos qui-
quadrado maiores que 3,5) entre as frequeˆncias observada e esperada dos padro˜es de resposta
para os diferentes pares de itens. A avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento
do modelo revela, portanto, boa qualidade, assumindo-se como verificada a hipo´tese de
independeˆncia local.
Retivemos portanto, neste estudo, o modelo 2PL acima descrito.
O histograma das habilidades previstas e´ apresentado na Figura 29 e as estimativas
obtidas para os paraˆmetros de dificuldade e discriminac¸a˜o sa˜o apresentadas na Tabela 16.













Figura 29: Habilidades previstas pelo modelo da TRI (2011)
Os paraˆmetros de dificuldade variaram entre -2,145 e 1,377, apresentando uma mediana
de -0,026; os paraˆmetros de discriminac¸a˜o variaram entre 0,671 e 2,214, com uma mediana
de 1,033. Relativamente aos paraˆmetros de discriminac¸a˜o o percentil 25 foi ja´ de 0,889.
As cargas fatoriais estimadas variaram entre 0,557 e 0,911, com uma mediana de 0,719
e percentil 25 de 0,664. As curvas caracter´ısticas dos itens sa˜o apresentadas na Figura 30.
E´ poss´ıvel observar que os itens G1 e G5, relativos a operac¸o˜es com nu´meros racionais e a
equac¸o˜es do primeiro grau, respetivamente, apresentaram baixo paraˆmetro de dificuldade,
uma vez que as respetivas curvas caracter´ısticas dos itens se encontram deslocadas para a
esquerda. A combinac¸a˜o dos elementos apresentados na Tabela 16 e Figura 30 sugere que
todos os grupos de itens devem ser mantidos na escala de avaliac¸a˜o final.
A curva de informac¸a˜o total do teste e´ apresentada na Figura 31.
O gra´fico do erro padra˜o de medic¸a˜o em func¸a˜o da habilidade corresponde a` Figura
32. Nos valores da habilidade para os quais se tinha identificado um maior poder de
discriminac¸a˜o dos itens a precisa˜o e´ maior. O ponto ma´ximo de informac¸a˜o (6,56) foi
atingido em 0,112 desvios padra˜o abaixo da me´dia da habilidade. Este valor corresponde a
um coeficiente alfa de Cronbach superior ao valor (constante) obtido da TCT.
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Figura 30: Curvas caracter´ısticas dos itens (2011)














Figura 31: Curva de informac¸a˜o total (2011)
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Figura 32: Erro padra˜o de medic¸a˜o (2011)
Relativamente a` unidimensionalidade da habilidade esta foi comprovada atrave´s de uma
ana´lise em componentes principais sobre a matriz das correlac¸o˜es tetraco´ricas dos va´rios
itens. A percentagem da variaˆncia total explicada pela primeira componente foi de 29,8% e
de 6% para a segunda componente (Figura 33).




























Figura 33: Valores pro´prios e componentes principais (2011)
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A estat´ıstica item-fit mostrou que apenas os grupos de itens G8 e G16 na˜o se ajustaram
corretamente ao modelo seguido. A estat´ıstica person-fit identificou apenas 5 padro˜es de
resposta como inconsistentes para o modelo estimado.
3.4 Ano 2012
3.4.1 Descric¸a˜o dos dados/Ana´lise descritiva e explorato´ria
No ano 2012 o teste diagno´stico foi realizado nos mesmos moldes do ano anterior.
Realizaram o teste 206 estudantes tendo-se seguido a mesma abordagem na ana´lise dos
resultados obtidos.
3.4.2 Resultados
Dos estudantes que realizaram o teste 139 (67%) responderam corretamente a mais de
metade dos grupos de itens. A distribuic¸a˜o observada para as classificac¸o˜es (0-20 valores)
foi razoavelmente sime´trica, com uma mediana de 12,1 valores, uma me´dia tambe´m de 12,1
valores, e quartis de 9,2 e 15,8 valores. A classificac¸a˜o ma´xima atribu´ıda foi de 20 valores


















Figura 34: Classificac¸o˜es obtidas (2012)
CAPI´TULO 3. APLICAC¸A˜O DAS METODOLOGIAS AOS DADOS DOS TESTES 64
3.4.2.1 Teoria Cla´ssica de Testes (TCT)
Em relac¸a˜o a`s percentagens de respostas corretas por grupo de itens, a mediana foi de
61%, assim como a me´dia, os quartis de 49% e 70%, o mı´nimo foi de 37%, atingido no grupo
21, e o ma´ximo foi de 93%, atingido no grupo 5. Na˜o se identificaram outliers (Figura 35).




















Figura 35: Percentagem de respostas corretas - para os itens (2012)
Quanto aos coeficientes de correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos grupos de itens e a
classificac¸a˜o final excluindo o grupo em causa, o valor mı´nimo encontrado foi de 0,187, no
grupo de questo˜es 5, e o ma´ximo foi de 0,653, observado no grupo de questo˜es 20. A me´dia
destas va´rias correlac¸o˜es foi de 0,419, a mediana foi de 0,446 e os quartis de 0,363 e 0,508.
Com excec¸a˜o do coeficiente mı´nimo os valores encontrados esta˜o dentro do que e´ usual
encontrar-se na teoria de testes para avaliac¸a˜o educacional (Tabela 20).
A consisteˆncia interna do teste foi aferida atrave´s do coeficiente alfa de Cronbach, avaliado
em 0,797, e do erro padra˜o de medic¸a˜o, avaliado em 2,14. A amplitude dos intervalos a 95%
de confianc¸a para a classificac¸a˜o verdadeira foi de 7 valores, numa escala de 0 a 20 valores.
A avaliac¸a˜o da poss´ıvel existeˆncia de grupos de itens na˜o consistentes foi feita, para
cada grupo de itens, atrave´s do ca´lculo do coeficiente alfa de Cronbach para o conjunto de
grupos de itens restantes apo´s o grupo em causa ter sido eliminado. Apenas a eliminac¸a˜o
do grupo de itens 5 conduziu a um ligeiro aumento do valor do coeficiente alfa de Cronbach
correspondente a` totalidade das perguntas (Tabela 20). Como este item e´ tambe´m pouco
discriminativo deve ser eliminado.














G1 84 0,526 0,825 -1,591 1,331 0,800
G2 44 0,454 0,818 0,301 1,007 0,709
G3 55 0,303 0,820 -0,373 0,634 0,535
G4 71 0,334 0,820 -1,484 0,678 0,561
G5 93 0,187 0,822 -5,364 0,508 0,453
G6 74 0,431 0,818 -1,316 0,926 0,680
G7 70 0,372 0,823 -1,211 0,791 0,620
G8 63 0,542 0,818 -0,553 1,234 0,777
G9 65 0,341 0,816 -1,036 0,660 0,551
G10 57 0,455 0,821 -0,350 0,949 0,688
G11 48 0,454 0,820 0,115 0,963 0,693
G12 52 0,395 0,819 -0,116 0,799 0,624
G13 65 0,297 0,819 -1,091 0,620 0,527
G14 57 0,500 0,815 -0,344 1,085 0,735
G15 65 0,371 0,821 -0,920 0,765 0,608
G16 60 0,439 0,823 -0,530 0,937 0,684
G17 71 0,280 0,818 -1,709 0,574 0,498
G18 50 0,543 0,818 0,013 1,165 0,759
G19 49 0,521 0,817 0,058 1,132 0,749
G20 67 0,653 0,810 -0,609 1,786 0,873
G21 37 0,505 0,820 0,630 1,034 0,719
G22 74 0,458 0,818 -1,252 0,994 0,705
G23 46 0,517 0,823 0,181 1,205 0,769
G24 41 0,438 0,820 0,447 0,926 0,680
Me´dia 61 0,419 0,819 -0,754 0,946 0,667
Tabela 20: Paraˆmetros estimados usando Teoria Cla´ssica de Testes e Teoria de
Resposta ao Item - Modelo 2PL (2012)
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3.4.2.2 Teoria de Resposta ao Item (TRI)
Para ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos log´ısticos com um paraˆmetro
(1PL) e de dois paraˆmetros (2PL) procedeu-se de modo semelhante ao realizado para os
anos anteriores.
Realizado o procedimento anteriormente referido, concluiu-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese
nula, pelo que quer o modelo log´ıstico com um paraˆmetro (1PL) quer o de dois paraˆmetros
(2PL) revelaram bom ajustamento aos dados. Na˜o foram, portanto, identificadas diferenc¸as
estatisticamente significativas entre os dois modelos, no que concerne a` qualidade do ajus-
tamento.
No caso do modelo 1PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 30305181 e nos dados originais foi de 18110222 (Tabela
21 e Figura 36).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
7407512 11230940 13790866 17999147 30305181 124306266






















Figura 36: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 1PL (2012)
No caso do modelo 2PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 31966147 e nos dados originais foi de 20945012 (Tabela
22 e Figura 37).
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p0 p25 p50 p75 p95 p100
6657950 10999707 13291249 17057877 31966147 98206397
















Figura 37: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 2PL (2012)
Realizado o teste da raza˜o de verosimilhanc¸as para comparac¸a˜o da qualidade do ajus-
tamento dos modelos 1PL e 2PL, concluiu-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que
na˜o existe evideˆncia estat´ıstica de que o modelo 2PL se ajuste significativamente melhor aos
dados do que o modelo 1PL.
O percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste da raza˜o de verosimilhanc¸as gerado
por bootstrap foi de 81,1 sendo que nos dados originais foi de 33,4 (Tabela 23 e Figura 38).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
27,9 48,8 56,4 67,2 81,1 113,5
Tabela 23: Percentis das razo˜es de verosimilhanc¸a (2012)
A qualidade do ajustamento do modelo e a hipo´tese de independeˆncia local foram avali-
adas analisando os res´ıduos marginais de ordem 2.
No caso do modelo 1PL detetaram-se diferenc¸as significativas (res´ıduos qui-quadrado
maiores que 3,5) entre as frequeˆncias observada e esperada em alguns padro˜es de resposta
de pares de itens, a saber: (item 1, item 16) e (item 23, item 24), Tabela 24.

















O E O E O E
(1,16) - - 8 16 - -
(23,24) 34 48 25 38 60 47
Tabela 24: Avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento - Modelo 1PL (2012)
No caso do modelo 2PL detetaram-se diferenc¸as significativas entre as frequeˆncias obser-
vada e esperada dos padro˜es de resposta para os pares de itens (item 17, item 22) e (item




O E O E
(17,22) 28 19 - -
(23,24) - - 25 38
Tabela 25: Avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento - Modelo 2PL (2012)
A avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo revela, portanto, boa
qualidade, assumindo-se como verificada a hipo´tese de independeˆncia local.
Apo´s ajustamento do modelo 2PL, na˜o se detetaram diferenc¸as significativas entre as
frequeˆncias observada e esperada dos padro˜es de resposta para os diferentes pares de itens. A
avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo revela, portanto, boa qualidade,
assumindo-se como verificada a hipo´tese de independeˆncia local.
Pelo exposto, neste estudo, retivemos o modelo 2PL acima descrito.
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O histograma das habilidades previstas e´ apresentado na Figura 39 e as estimativas













Figura 39: Habilidades previstas pelo modelo da TRI (2012)
Os paraˆmetros de dificuldade variaram entre -5,364 e 0,630, apresentando uma mediana
de -0,542; os paraˆmetros de discriminac¸a˜o variaram entre 0,508 e 1,786, com uma mediana
de 0,943. Relativamente aos paraˆmetros de discriminac¸a˜o o percentil 25 foi ja´ de 0,743.
As cargas fatoriais estimadas variaram entre 0,453 e 0,873, com uma mediana de 0,686
e percentil 25 de 0,596. As curvas caracter´ısticas dos itens sa˜o apresentadas na Figura 40.
E´ poss´ıvel observar, tal como no ano anterior, que os itens G1 e G5 apresentaram baixo
paraˆmetro de dificuldade, no caso do item G1 muito baixo. Para ale´m disso, o item G20,
relativo a operac¸o˜es com logaritmos, registou um elevado paraˆmetro de discriminac¸a˜o. A
combinac¸a˜o dos elementos apresentados na Tabela 20 e Figura 40 sugere que todos os grupos
de itens devem ser mantidos na escala de avaliac¸a˜o final.
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Figura 40: Curvas caracter´ısticas dos itens (2012)
A curva de informac¸a˜o total do teste e´ apresentada na Figura 41.













Figura 41: Curva de informac¸a˜o total (2012)
O gra´fico do erro padra˜o de medic¸a˜o em func¸a˜o da habilidade e´ representado na Figura
42. O ponto ma´ximo de informac¸a˜o (5,23) foi atingido em 0,468 desvios padra˜o abaixo da
me´dia da habilidade. Este valor corresponde a um coeficiente alfa de Cronbach superior ao
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Figura 42: Erro padra˜o de medic¸a˜o (2012)
valor (constante) obtido da TCT.
No que concerne a` unidimensionalidade da habilidade, realizou-se uma ana´lise em compo-
nentes principais sobre a matriz das correlac¸o˜es tetraco´ricas dos va´rios itens. A percentagem
da variaˆncia total explicada pela primeira componente foi de 26,3% enquanto que essa
percentagem foi de 8,2% para a segunda componente (Figura 43).



























Figura 43: Valores pro´prios e componentes principais (2012)
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A estat´ıstica item-fit mostrou que apenas os grupos de itens G2 e G10 na˜o se ajustaram
corretamente ao modelo seguido, enquanto que a estat´ıstica person-fit identificou apenas 6
padro˜es de resposta como inconsistentes para o modelo estimado.
3.5 Ano 2013
3.5.1 Descric¸a˜o dos dados/Ana´lise descritiva e explorato´ria
No ano 2013 o teste diagno´stico foi realizado nos mesmos moldes do ano anterior. Seguiu-
se a mesma abordagem na ana´lise dos resultados obtidos.
Participaram no teste apenas 150 estudantes dos quais 2 na˜o conseguiram submeter o
teste. Tendo-se verificado que em alguns cursos nenhum aluno tinha participado, foi dada
uma nova possibilidade aos interessados de realizarem o teste, contudo nesta segunda fase
apenas compareceram 16 alunos.
3.5.2 Resultados
Dos 164 estudantes que efetivamente realizaram o teste 105 (64%) responderam correta-
mente a mais de metade dos grupos de itens. A distribuic¸a˜o observada para as classificac¸o˜es
(0-20 valores) foi razoavelmente sime´trica, com uma mediana de 11,7 valores, uma me´dia
de 11,8 valores, e quartis de 8,3 e 15 valores. A classificac¸a˜o ma´xima atribu´ıda foi de 20
valores (a quatro alunos) e a mı´nima foi de 0 valores (obtida por dois alunos), Figura 44.



















Figura 44: Classificac¸o˜es obtidas (2013)
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3.5.2.1 Teoria Cla´ssica de Testes (TCT)
Em relac¸a˜o a`s percentagens de respostas corretas por grupo de itens, a mediana foi de
57%, a me´dia foi de 59%, os quartis de 48% e 70%, o mı´nimo foi de 31%, atingido no grupo
21, e o ma´ximo foi de 93%, atingido no grupo 5. Na˜o se identificaram outliers (Figura 45).





















Figura 45: Percentagem de respostas corretas - para os itens (2013)
Quanto aos coeficientes de correlac¸a˜o bisserial entre cada um dos grupos de itens e a
classificac¸a˜o final excluindo o grupo em causa, o valor mı´nimo encontrado foi de 0,328, no
grupo de questo˜es 3, e o ma´ximo foi de 0,680, observado no grupo de questo˜es 20. A me´dia
destas va´rias correlac¸o˜es foi de 0,495, a mediana foi de 0,501 e os quartis de 0,461 e 0,548.
Todos os valores encontrados esta˜o dentro do que e´ usual encontrar-se na teoria de testes
para avaliac¸a˜o educacional (Tabela 26).
A consisteˆncia interna do teste foi aferida atrave´s do coeficiente alfa de Cronbach, avaliado
em 0,835, e do erro padra˜o de medic¸a˜o, avaliado em 2,1. A amplitude dos intervalos a 95%
de confianc¸a para a classificac¸a˜o verdadeira foi de 6,9 valores, numa escala de 0 a 20 valores.
A avaliac¸a˜o da poss´ıvel existeˆncia de grupos de itens na˜o consistentes foi feita, para cada
grupo de itens, atrave´s do ca´lculo do coeficiente alfa de Cronbach para o conjunto de grupos
de itens restantes apo´s o grupo em causa ter sido eliminado. Nenhuma eliminac¸a˜o de grupos
de itens conduziu a um aumento do valor do coeficiente alfa de Cronbach correspondente a`
totalidade das perguntas (Tabela 26).














G1 84 0,556 0,830 -1,620 1,306 0,794
G2 52 0,587 0,825 -0,070 1,590 0,846
G3 55 0,328 0,834 -0,325 0,655 0,548
G4 76 0,505 0,829 -1,210 1,147 0,754
G5 93 0,579 0,832 -2,444 1,360 0,806
G6 72 0,516 0,829 -0,985 1,190 0,766
G7 66 0,442 0,830 -0,873 0,907 0,672
G8 53 0,545 0,827 -0,122 1,344 0,802
G9 51 0,458 0,830 -0,029 1,021 0,714
G10 58 0,497 0,828 -0,336 1,203 0,769
G11 41 0,557 0,826 0,328 1,374 0,808
G12 46 0,466 0,829 0,192 1,082 0,734
G13 65 0,507 0,828 -0,635 1,188 0,765
G14 57 0,462 0,830 -0,311 1,047 0,723
G15 70 0,472 0,830 -0,949 1,091 0,737
G16 57 0,424 0,831 -0,378 0,906 0,671
G17 63 0,366 0,833 -0,824 0,741 0,596
G18 49 0,489 0,829 0,049 1,197 0,768
G19 46 0,484 0,829 0,157 1,147 0,754
G20 71 0,680 0,824 -0,661 2,183 0,909
G21 31 0,435 0,831 0,976 0,960 0,692
G22 72 0,618 0,826 -0,781 1,754 0,869
G23 43 0,535 0,827 0,265 1,309 0,795
G24 45 0,506 0,828 0,202 1,208 0,770
Me´dia 59 0,495 0,829 -0,433 1,205 0,753
Tabela 26: Paraˆmetros estimados usando Teoria Cla´ssica de Testes e Teoria de
Resposta ao Item - Modelo 2PL (2013)
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3.5.2.2 Teoria de Resposta ao Item (TRI)
Para ana´lise da qualidade do ajustamento dos modelos log´ısticos com um paraˆmetro
(1PL) e de dois paraˆmetros (2PL) procedeu-se de modo semelhante ao realizado para os
anos anteriores.
Realizado o procedimento anteriormente referido, concluiu-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese
nula, pelo que quer o modelo log´ıstico com um paraˆmetro (1PL) quer o de dois paraˆmetros
(2PL) revelaram bom ajustamento aos dados. Na˜o foram, portanto, identificadas diferenc¸as
estatisticamente significativas entre os dois modelos, no que concerne a` qualidade do ajus-
tamento.
No caso do modelo 1PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 30069980 e nos dados originais foi de 9885059 (Tabela
27 e Figura 46).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
6374958 10290551 12781295 17166294 30069980 105182995

















Figura 46: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 1PL (2013)
No caso do modelo 2PL o percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste do qui-
quadrado gerado por bootstrap foi de 35661156 e nos dados originais foi de 10458913 (Tabela
28 e Figura 47).
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p0 p25 p50 p75 p95 p100
3698647 8415147 11262235 15495786 35661156 519789846


















Figura 47: Estat´ısticas de teste do χ2 - Modelo 2PL (2013)
Realizou-se o teste da raza˜o de verosimilhanc¸as para comparac¸a˜o da qualidade do ajus-
tamento dos modelos 1PL e 2PL, concluindo-se pela na˜o rejeic¸a˜o da hipo´tese nula, pelo que
na˜o existe evideˆncia estat´ıstica de que o modelo 2PL se ajuste significativamente melhor aos
dados do que o modelo 1PL.
O percentil 95 da distribuic¸a˜o da estat´ıstica do teste da raza˜o de verosimilhanc¸as gerado
por bootstrap foi de 68,9 sendo que nos dados originais foi de 23,6 (Tabela 29 e Figura 48).
p0 p25 p50 p75 p95 p100
17,7 37,4 46,2 54,6 68,9 101,1
Tabela 29: Percentis das razo˜es de verosimilhanc¸a (2013)













Figura 48: Estat´ısticas de teste da raza˜o de verosimilhanc¸as (2013)
Analisados os res´ıduos marginais de ordem 2 para estudo da hipo´tese de independeˆncia
local e da qualidade do ajustamento do modelo observou-se que, no caso do modelo 1PL
existem diferenc¸as significativas (res´ıduos qui-quadrado maiores que 3,5) entre as frequeˆncias
observada e esperada em alguns padro˜es de resposta de pares de itens, a saber: (item 23,
item 24). Verificou-se que os alunos que acertaram o item 23 e erraram o item 24 o fizeram
um nu´mero de vezes (20) inferior ao previsto pelo modelo (31).
Apo´s ajustamento do modelo 2PL, na˜o se detetaram diferenc¸as significativas entre as
frequeˆncias observada e esperada dos padro˜es de resposta para os diferentes pares de itens.
Dada a avaliac¸a˜o marginal da qualidade do ajustamento do modelo assume-se como verifi-
cada a hipo´tese de independeˆncia local.
A` semelhanc¸a do sucedido nos anos anteriores, neste estudo, retivemos o modelo 2PL
acima descrito.
O histograma das habilidades previstas e´ apresentado na Figura 49 e as estimativas
obtidas para os paraˆmetros de dificuldade e discriminac¸a˜o sa˜o apresentadas na Tabela 26.
Os paraˆmetros de dificuldade variaram entre -2,444 e 0,976, apresentando uma mediana
de -0,330; os paraˆmetros de discriminac¸a˜o variaram entre 0,655 e 2,183, com uma mediana
de 1,189. Relativamente aos paraˆmetros de discriminac¸a˜o o percentil 25 foi ja´ de 1,040.
As cargas fatoriais estimadas variaram entre 0,548 e 0,909, com uma mediana de 0,765 e
percentil 25 de 0,721. As curvas caracter´ısticas dos itens sa˜o apresentadas na Figura 50. E´
poss´ıvel observar, a` semelhanc¸a do ano anterior, que os itens G1 e G5 apresentaram baixo
paraˆmetro de dificuldade e que o item G20 registou um elevado paraˆmetro de discriminac¸a˜o.
A combinac¸a˜o dos elementos apresentados na Tabela 26 e Figura 50 sugere que todos os
grupos de itens devem ser mantidos na escala de avaliac¸a˜o final.
Tendo tambe´m em considerac¸a˜o o que se obteve para os anos 2011 e 2012, anos em
que o teste diagno´stico tambe´m foi realizado no computador, com recurso a um banco













Figura 49: Habilidades previstas pelo modelo da TRI (2013)














































Figura 50: Curvas caracter´ısticas dos itens (2013)
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de questo˜es, verificou-se que os conteu´dos cujos itens apresentaram maior paraˆmetro de
dificuldade envolvem inequac¸o˜es com logaritmos e exponenciais. Os itens mais acess´ıveis
esta˜o relacionados com operac¸o˜es com nu´meros racionais e equac¸o˜es do primeiro, segundo
e terceiro grau. Os conteu´dos que mais discriminam os indiv´ıduos envolvem ca´lculos com
logaritmos, na˜o se tendo registado itens pouco discriminativos.
A curva de informac¸a˜o total do teste e´ apresentada na Figura 51.












Figura 51: Curva de informac¸a˜o total (2013)
O gra´fico do erro padra˜o de medic¸a˜o em func¸a˜o da habilidade corresponde a` Figura 52.
O ponto ma´ximo de informac¸a˜o (8,00) foi atingido em 0,455 desvios padra˜o abaixo da me´dia
da habilidade. Este valor corresponde a um coeficiente alfa de Cronbach superior ao valor
(constante) obtido da TCT.
Foi comprovada a unidimensionalidade da habilidade, atrave´s de uma ana´lise em com-
ponentes principais sobre a matriz das correlac¸o˜es tetraco´ricas dos va´rios itens, sendo a
percentagem da variaˆncia total explicada pela primeira componente de 31,6% enquanto que
essa percentagem foi de 7,2% para a segunda componente (Figura 53).
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Figura 52: Erro padra˜o de medic¸a˜o (2013)



























Figura 53: Valores pro´prios e componentes principais (2013)
A estat´ıstica item-fit mostrou que apenas os grupos de itens G3 e G16 na˜o se ajustaram
corretamente ao modelo seguido. A estat´ıstica person-fit identificou apenas 2 padro˜es de
resposta como inconsistentes para o modelo estimado.
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3.6 S´ıntese de resultados
O total de perguntas por teste diagno´stico e o nu´mero de questo˜es aˆncora e´ apresentado
na Tabela 30.
Ano 2009 2010 2011 2012 2013
2009 29 28 4 4 4
2010 - 30 4 4 4
2011 - - 24 24 24
2012 - - - 24 24
2013 - - - - 24
Tabela 30: Total de perguntas por teste diagno´stico (diagonal) e nu´mero de perguntas
aˆncora
Um item do teste diagno´stico de 2009 foi eliminado por conter duas opc¸o˜es de resposta
iguais. Nos anos 2011 a 2013 as 30 questo˜es foram organizadas em 24 grupos de itens.
Na Tabela 31 e´ apresentada uma ana´lise da qualidade dos itens segundo a Teoria Cla´ssica
de Testes.
Ano N
Paraˆmetro de dificuldade Paraˆmetro de discriminac¸a˜o Qualidade do teste
Mediana P25 P75 Mediana P25 P75 Alfa de Cronbach
2009 363 47% 39% 57% 0,43 0,35 0,47 0,791
2010 218 46% 37% 55% 0,42 0,37 0,45 0,802
2011 328 50% 46% 60% 0,48 0,44 0,51 0,825
2012 206 61% 49% 70% 0,45 0,36 0,51 0,797
2013 164 57% 48% 70% 0,50 0,46 0,55 0,835
Tabela 31: Ana´lise da qualidade dos itens de acordo com a Teoria Cla´ssica de Testes
A mediana do paraˆmetro de dificuldade variou entre 46% (2010) e 61% (2012), a mediana
do paraˆmetro de discriminac¸a˜o variou entre 0,42 (2010) e 0,50 (2013) e o coeficiente alfa de
Cronbach entre 0,791 (2009) e 0,835 (2013).
Na Tabela 32 e´ apresentada uma ana´lise da qualidade dos itens segundo o modelo 2PL
da Teoria de Resposta ao Item.
Ano
Paraˆmetro de dificuldade Paraˆmetro de discriminac¸a˜o P(X=1 | z=0)
Mediana P25 P75 Mediana P25 P75 Mediana P25 P75
2009 0,08 -0,46 0,53 0,90 0,70 1,12 0,47 0,38 0,59
2010 0,22 -0,27 0,88 0,87 0,76 0,96 0,45 0,36 0,57
2011 -0,02 -0,50 0,21 1,03 0,89 1,16 0,51 0,44 0,62
2012 -0,54 -1,22 0,02 0,94 0,74 1,10 0,64 0,49 0,73
2013 -0,33 -0,83 0,08 1,19 1,04 1,32 0,58 0,48 0,74
Tabela 32: Ana´lise da qualidade dos itens de acordo com o modelo 2PL da Teoria de
Resposta ao Item
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A mediana do paraˆmetro de dificuldade variou entre -0,54 (2012) e 0,22 (2010), a mediana
do paraˆmetro de discriminac¸a˜o variou entre 0,87 (2010) e 1,19 (2013) e a mediana da
probabilidade de acertar o item dada a habilidade igual a zero tomou valores entre 0,45
(2010) e 0,64 (2012).
Na Figura 54 encontra-se a percentagem me´dia de acerto dos estudantes, por ano, em
todos os itens do teste e nas questo˜es aˆncora.
Figura 54: Percentagem me´dia de acerto dos estudantes por ano em todas as perguntas
do teste e nas perguntas aˆncora
Realizou-se uma ana´lise ANOVA, seguida de um teste de comparac¸o˜es mu´ltiplas, tendo-se
conclu´ıdo existirem diferenc¸as estatisticamente significativas entre as habilidades dos diferen-
tes anos. Fazendo uma comparac¸a˜o direta dos resultados obtidos, sem efetuar calibrac¸a˜o,
existe uma tendeˆncia linear positiva dos mesmos. A comparac¸a˜o direta dos resultados
obtidos nos diferentes anos sugeriu, portanto, que estes estavam a melhorar de ano para
ano.
3.7 Calibrac¸a˜o
Uma vez que apenas duas questo˜es, a 6 e a 26, do teste diagno´stico aplicado no ano
2009 foram alteradas, aquando da aplicac¸a˜o do teste diagno´stico do ano 2010, existem 28
questo˜es aˆncora entre os testes diagno´sticos aplicados nestes dois anos.
Relativamente aos testes diagno´sticos aplicados no ano 2010 e 2011 existem quatro
questo˜es aˆncora. Considerando o teste diagno´stico aplicado no ano 2010 as questo˜es aˆncora
sa˜o a 5, a 7, a 9 e a 14.
Considerando os testes diagno´sticos aplicados nos anos 2011, 2012 e 2013, uma vez que
os testes foram realizados tendo por base o mesmo banco de questo˜es, consideraram-se as
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24 questo˜es como questo˜es aˆncora. Destas existem 5 questo˜es, a 9, a 11, a 15, a 18 e a 24
que sa˜o mesmo fixas e iguais nos testes diagno´sticos aplicados nestes treˆs anos.
3.7.1 Calibrac¸a˜o usando Teoria Cla´ssica de Testes
A calibrac¸a˜o usando Teoria Cla´ssica de Testes foi realizada com recurso ao pacote equate
do software R.
Na Tabela 33 esta˜o representadas as estat´ısticas das classificac¸o˜es observadas em cada
um dos anos em considerac¸a˜o.
Anos 2009 2010 2011 2012 2013
Me´dia 13,63 13,71 12,68 14,56 14,16
Desvio padra˜o 5,36 5,54 5,12 4,75 5,17
Tabela 33: Estat´ısticas das classificac¸o˜es observadas
As distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es observadas nos testes e nos itens aˆncora, para cada um
dos anos, encontram-se representadas nas Figuras 55, 56, 57, 58 e 59.
Figura 55: Distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es nos testes e nos itens aˆncora (2009)
Realizou-se o processo de calibrac¸a˜o dos resultados tomando como refereˆncia o ano 2009.
Os resultados dos diferentes anos foram, portanto, calibrados para o ano 2009. Usou-se
calibrac¸a˜o separada, linear e com grupos na˜o equivalentes. A opc¸a˜o pela calibrac¸a˜o linear
deveu-se a` reduzida dimensa˜o das amostras e ao facto de existirem apenas quatro itens
aˆncora dos testes de 2009 e 2010 para os dos anos seguintes.
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Figura 56: Distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es nos testes e nos itens aˆncora (2010)
Figura 57: Distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es nos testes e nos itens aˆncora (2011)
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Figura 58: Distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es nos testes e nos itens aˆncora (2012)
Figura 59: Distribuic¸o˜es das classificac¸o˜es nos testes e nos itens aˆncora (2013)
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A me´dia, o desvio padra˜o, o ma´ximo e o mı´nimo das habilidades estimadas para os
va´rios anos, tomando como refereˆncia a escala do teste diagno´stico aplicado no ano 2009,
encontram-se representados na Tabela 34.
Ano 2009 2010 2011 2012 2013
Me´dia 13,97 12,91 12,52 13,69 13,11
SD 5,32 5,12 5,68 5,60 5,66
Min 0 0,24 -1,55 0,05 -2,38
Max 29 27,04 25,07 24,83 23,87
Tabela 34: Estat´ısticas das habilidades estimadas usando TCT, refereˆncia 2009
Realizou-se uma ana´lise ANOVA, seguida de um teste de comparac¸o˜es mu´ltiplas, tendo-
se conclu´ıdo existirem diferenc¸as estatisticamente significativas entre as habilidades dos
diferentes anos. Contudo na˜o existe uma tendeˆncia temporal estatisticamente significativa.
Em me´dia o grupo de estudantes que revelou maior habilidade foi o que realizou o teste
diagno´stico aplicado no ano 2009, seguindo-se os que realizaram o teste diagno´stico aplicado
no ano 2012 e os dos anos 2013 e 2010 com uma habilidade me´dia muito pro´xima. O grupo
de estudantes com menor habilidade me´dia foi o que realizou o teste diagno´stico no ano
2011. Na Figura 60 e´ apresentada a evoluc¸a˜o temporal da habilidade me´dia.
Figura 60: Evoluc¸a˜o temporal da habilidade me´dia estimada usando TCT
Relativamente ao desvio padra˜o este e´ praticamente constante ao longo dos anos em
ana´lise.
Na Tabela 35 sa˜o apresentadas classificac¸o˜es calibradas para os va´rios anos tendo como
refereˆncia o teste diagno´stico realizado em 2009.
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Escala de Refereˆncia 2010 → 2009 2011 → 2009 2012 → 2009 2013 → 2009
0 0,24 -1,55 -3,49 -2,38
1 1,16 -0,44 -2,31 -1,29
2 2,09 0,67 -1,13 -0,19
3 3,01 1,78 0,05 0,90
4 3,94 2,89 1,23 2,00
5 4,86 4,00 2,41 3,09
6 5,79 5,10 3,59 4,18
7 6,71 6,21 4,77 5,28
8 7,63 7,32 5,95 6,37
9 8,56 8,43 7,13 7,47
10 9,48 9,54 8,31 8,56
11 10,41 10,65 9,49 9,65
12 11,33 11,76 10,67 10,75
13 12,26 12,87 11,85 11,84
14 13,18 13,98 13,03 12,93
15 14,10 15,08 14,21 14,03
16 15,03 16,19 15,39 15,12
17 15,95 17,30 16,57 16,22
18 16,88 18,41 17,75 17,31
19 17,80 19,52 18,93 18,40
20 18,72 20,63 20,11 19,50
21 19,65 21,74 21,29 20,59
22 20,57 22,85 22,47 21,69
23 21,50 23,96 23,65 22,78
24 22,42 25,07 24,83 23,87
25 23,35 - - -
26 24,27 - - -
27 25,19 - - -
28 26,12 - - -
29 27,04 - - -
30 27,97 - -
Tabela 35: Classificac¸o˜es calibradas tendo como refereˆncia o ano 2009
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3.7.2 Calibrac¸a˜o usando Teoria de Resposta ao Item
A calibrac¸a˜o usando Teoria de Resposta ao Item foi realizada com recurso ao pacote plink
do software R.
Os resultados dos diferentes anos foram calibrados para o ano adjacente de 2013 para
2009. O me´todo usado no processo de calibrac¸a˜o foi o me´dia/me´dia.
Os valores das constantes de ligac¸a˜o obtidos, tomando como escala de refereˆncia a do teste
diagno´stico aplicado no ano 2009, para o me´todo me´dia/me´dia encontram-se representados
na Tabela 36.
Anos 2010/2009 2011/2010 2012/2011 2013/2012
Constantes A B A B A B A B
Me´dia/Me´dia 0,917 -0,261 1,081 -0,392 0,887 0,500 1,273 -0,203
Tabela 36: Constantes de ligac¸a˜o refereˆncia 2009
Na Tabela 37 indicam-se as constantes de calibrac¸a˜o obtidas com a Teoria Cla´ssica de
Testes e com a Teoria de Resposta ao Item.
Teoria Cla´ssica de Testes Teoria de Resposta ao Item
Conversa˜o A B Conversa˜o A B
2010 → 2009 0,924 0,240 2010 → 2009 0,917 -0,261
2011 → 2009 1,109 -1,555 2011 → 2010 1,081 -0,392
2012 → 2009 1,180 -3,489 2012- → 2011 0,887 0,500
2013 → 2009 1,094 -2,340 2013 → 2012 1,273 -0,203
Tabela 37: Constantes de calibrac¸a˜o de acordo com a TCT e a TRI
A me´dia, o desvio padra˜o, o ma´ximo e o mı´nimo das habilidades estimadas para os
va´rios anos, tomando como refereˆncia a escala do teste diagno´stico aplicado no ano 2009,
encontram-se representados na Tabela 38. Considerou-se para os diversos anos uma escala
para a habilidade de -4 a 4 logits e o me´todo me´dia/me´dia.
Anos 2009 2010 2011 2012 2013
Me´dia 0 -0,261 -0,620 -0,125 -0,304
Desvio padra˜o 2,739 2,510 2,713 2,406 3,064
Mı´nimo -4 -3,927 -4,583 -3,640 -4,779
Ma´ximo 4 3,406 3,343 3,390 4,172
Tabela 38: Estat´ısticas das habilidades estimadas usando TRI, refereˆncia 2009
Realizou-se uma ana´lise ANOVA, seguida de um teste de comparac¸o˜es mu´ltiplas, tendo-
se conclu´ıdo existirem diferenc¸as estatisticamente significativas entre as habilidades dos
diferentes anos. Existe tambe´m uma tendeˆncia linear negativa estatisticamente significativa.
Em me´dia o grupo de estudantes que revelou maior habilidade foi o que realizou o teste
diagno´stico aplicado no ano 2009. O grupo de estudantes com menor habilidade me´dia foi
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o que realizou o teste diagno´stico no ano 2011. Na Figura 61 e´ apresentada a evoluc¸a˜o
temporal da habilidade me´dia.
Figura 61: Evoluc¸a˜o temporal da habilidade me´dia estimada usando TRI
Os resultados obtidos realizando calibrac¸a˜o usando Teoria de Resposta ao Item sa˜o muito
semelhantes aos que se obtiveram no processo de calibrac¸a˜o usando Teoria Cla´ssica de Testes.
Quando se ordena os diferentes grupos de estudantes, de acordo com a sua habilidade me´dia
estimada, a diferenc¸a ocorre entre os anos 2010 e 2013, contudo os valores das habilidades
me´dias destes anos sa˜o bastante pro´ximos Figura 62.
Com a Teoria Cla´ssica de Testes na˜o ha´ evideˆncia estatisticamente significativa de uma
tendeˆncia linear dos resultados, usando Teoria de Resposta ao Item ha´ evideˆncia estatisti-
camente significativa de uma tendeˆncia linear negativa.
Relativamente ao desvio padra˜o este e´ praticamente constante ao longo dos anos em
ana´lise, tal como havia sucedido na calibrac¸a˜o usando Teoria Cla´ssica de Testes.
Na Tabela 39 encontra-se representada a classificac¸a˜o verdadeira dado um determinado
valor da habilidade θ.
Na Teoria de Resposta ao Item a classificac¸a˜o verdadeira, dado um determinado valor da
habilidade, corresponde a` soma das probabilidades esperadas dos va´rios itens para o valor
da habilidade em causa.
Os valores indicados na Tabela 39 resultam de efetuar calibrac¸a˜o usando a classificac¸a˜o
verdadeira, ou seja, de determinar o valor da habilidade associado a uma determinada classi-
ficac¸a˜o verdadeira na escala de refereˆncia e, posteriormente, determinar as correspondentes
classificac¸o˜es verdadeiras nos testes diagno´sticos aplicados nos restantes anos.
Para mais fa´cil interpretac¸a˜o, apresenta-se na Tabela 40 a classificac¸a˜o verdadeira na
escala 0-20 dado um determinado valor da habilidade θ.
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θ 2009 2010 2011 2012 2013
-4,16 1 0,90 1,13 1,47 1,10
-3,07 2 1,93 2,71 2,79 2,72
-2,49 3 3,00 4,16 4,00 4,20
-2,10 4 4,10 5,49 5,16 5,55
-1,79 5 5,22 6,72 6,27 6,81
-1,53 6 6,36 7,89 7,35 8,00
-1,30 7 7,50 9,02 8,41 9,14
-1,10 8 8,64 10,11 9,45 10,23
-0,91 9 9,77 11,16 10,47 11,27
-0,73 10 10,89 12,18 11,48 12,27
-0,55 11 11,99 13,16 12,47 13,23
-0,39 12 13,08 14,11 13,44 14,15
-0,22 13 14,15 15,01 14,39 15,03
-0,05 14 15,20 15,88 15,31 15,88
0,12 15 16,23 16,70 16,20 16,69
0,29 16 17,26 17,48 17,07 17,47
0,47 17 18,27 18,23 17,89 18,22
0,65 18 19,27 18,94 18,69 18,93
0,84 19 20,26 19,62 19,44 19,61
1,05 20 21,24 20,26 20,15 20,25
1,28 21 22,20 20,86 20,81 20,86
1,52 22 23,16 21,42 21,42 21,42
1,80 23 24,10 21,95 21,98 21,94
2,12 24 25,03 22,43 22,49 22,42
2,50 25 25,95 22,87 22,93 22,86
2,99 26 26,87 23,26 23,31 23,25
3,69 27 27,80 23,60 23,64 23,58
5,03 28 28,82 23,87 23,89 23,86
Tabela 39: Classificac¸a˜o verdadeira dado θ
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θ 2009 2010 2011 2012 2013
-4,16 0,69 0,60 0,94 1,23 0,92
-3,07 1,38 1,29 2,26 2,32 2,27
-2,49 2,07 2,00 3,47 3,34 3,50
-2,10 2,76 2,73 4,57 4,30 4,62
-1,79 3,45 3,48 5,60 5,22 5,67
-1,53 4,14 4,24 6,58 6,12 6,67
-1,30 4,83 5,00 7,51 7,01 7,62
-1,10 5,52 5,76 8,42 7,87 8,52
-0,91 6,21 6,52 9,30 8,73 9,39
-0,73 6,90 7,26 10,15 9,57 10,23
-0,55 7,59 8,00 10,97 10,39 11,03
-0,39 8,28 8,72 11,76 11,20 11,79
-0,22 8,97 9,43 12,51 11,99 12,53
-0,05 9,66 10,13 13,23 12,76 13,23
0,12 10,34 10,82 13,92 13,50 13,91
0,29 11,03 11,50 14,57 14,22 14,56
0,47 11,72 12,18 15,19 14,91 15,18
0,65 12,41 12,85 15,78 15,57 15,78
0,84 13,10 13,51 16,35 16,20 16,34
1,05 13,79 14,16 16,88 16,79 16,88
1,28 14,48 14,80 17,38 17,34 17,38
1,52 15,17 15,44 17,85 17,85 17,85
1,80 15,86 16,07 18,29 18,32 18,29
2,12 16,55 16,69 18,69 18,74 18,69
2,50 17,24 17,30 19,06 19,11 19,05
2,99 17,93 17,91 19,38 19,43 19,37
3,69 18,62 18,53 19,67 19,70 19,65
5,03 19,31 19,21 19,89 19,90 19,88
Tabela 40: Classificac¸a˜o verdadeira (escala 0-20) dado θ
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Figura 62: Comparac¸a˜o da evoluc¸a˜o temporal da habilidade me´dia estimada usando
TCT e TRI
Cap´ıtulo 4
Avaliac¸a˜o do impacto do treino
4.1 Descric¸a˜o do problema
Pretendeu-se avaliar o impacto do treino realizado pelos alunos na plataforma online nos
resultados obtidos num teste realizado no aˆmbito da avaliac¸a˜o da unidade curricular de
Ca´lculo. Para tal recorreu-se a um modelo de regressa˜o linear mu´ltipla.
4.2 Descric¸a˜o dos dados
Foi recolhida informac¸a˜o referente a 108 estudantes e foram registadas 4 varia´veis, a
saber:
Curso: Curso frequentado (CC - Cieˆncia de Computadores; CE - Cieˆncias de Engenharia;
MIERSI - Mestrado Integrado em Engenharia de Redes e Sistemas Informa´ticos);
TD: Classificac¸a˜o obtida no teste diagno´stico (escala 0-30);
Tempo: Tempo despendido na plataforma (em minutos);
Avaliacao: Classificac¸a˜o obtida no teste de Ca´lculo (escala 0-30).
4.3 Descric¸a˜o estat´ıstica dos dados
4.3.1 Varia´vel dependente: Avaliacao
A me´dia da varia´vel dependente, Avaliacao, foi de 22,17, a mediana de 23,33 e os quartis
18,92 e 26. O mı´nimo foi 4,67 e o ma´ximo 30.
Na Figura 63 sa˜o apresentadas representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel dependente.
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Figura 63: Representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel dependente: Avaliacao
4.3.2 Varia´veis explicativas
4.3.2.1 Curso
No que diz respeito a` varia´vel Curso registaram-se 32 estudantes (30%) do curso de
Cieˆncia de Computadores, 14 (13%) de Cieˆncias de Engenharia e 62 (57%) do Mestrado
Integrado em Engenharia de Redes e Sistemas Informa´ticos. Na Tabela 41 apresentam-se
estat´ısticas nume´ricas da varia´vel dependente, Avaliacao, em func¸a˜o do curso frequentado
pelos estudantes.
Curso Mı´n p25 p50 Me´dia p75 Ma´x
Cieˆncia de Computadores 10,67 17,67 23 21,54 25,75 28,67
Cieˆncias de Engenharia 11 23 25,5 23,88 27,16 30
Mest. Int. Eng. Redes e Sist. Informa´ticos 4,67 19,08 23 22,11 26 30
Tabela 41: Estat´ısticas nume´ricas descritivas da varia´vel Avaliacao em func¸a˜o da
varia´vel Curso
Na Figura 64 sa˜o apresentadas representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel explicativa Curso.














Figura 64: Representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel explicativa Curso
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4.3.2.2 TD
A me´dia da varia´vel TD foi de 15,99, a mediana de 16,33 e os quartis 11,67 e 20,67. O
mı´nimo foi 0 e o ma´ximo 28,67.
Na Figura 65 sa˜o apresentadas representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel explicativa TD.
































Figura 65: Representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel explicativa TD
4.3.2.3 Tempo
A me´dia da varia´vel Tempo foi de 189,7 minutos, a mediana de 129,4 e os quartis 64,08
e 273,3. O mı´nimo foi 0 e o ma´ximo 1174.
De modo a estudar o impacto do treino na plataforma na avaliac¸a˜o da unidade curricular
de Ca´lculo a varia´vel Tempo foi dicotomizada considerando-se as seguintes categorias: 0
(Treino insuficiente) e 1 (Treino suficiente). A distinc¸a˜o das categorias foi realizada conside-
rando que os estudantes que estiveram menos de 120 minutos na plataforma na˜o treinaram o
suficiente. Designou-se a nova varia´vel por Treino. Realizada esta dicotomizac¸a˜o registaram-
se 50 alunos que na˜o treinaram o suficiente e 58 que treinaram o suficiente. Na Tabela 42
apresentam-se estat´ısticas nume´ricas da varia´vel Avaliacao em func¸a˜o da varia´vel Treino.
Na Figura 66 sa˜o apresentadas representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel Avaliacao em func¸a˜o da
varia´vel Treino.
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Tempo Mı´n p25 p50 Me´dia p75 Ma´x
0 4,67 16,67 20,84 20,68 25,33 30
1 6 22 24,84 23,45 26,58 30














Figura 66: Representac¸o˜es gra´ficas da varia´vel Avaliacao em func¸a˜o da varia´vel Treino
4.4 Ajustamento do modelo
Considerando o objetivo do estudo e na˜o tendo nenhuma indicac¸a˜o extra sobre as varia´veis
em causa, comec¸a´mos por analisar o modelo de regressa˜o linear completo, ou seja, conside-
rando todas as varia´veis explicativas recolhidas.
Tal modelo, que designa´mos por modelo 1, apresenta a seguinte equac¸a˜o:
yˆ = β0 + β1 TD + β2 Treino+ β3 CE + β4 MIERSI + e
em que TD representa a varia´vel TD (classificac¸a˜o obtida no teste diagno´stico), Treino
representa a varia´vel indicatriz da existeˆncia de treino (isto e´, Treino = 0 se o treino foi
insuficiente e Treino = 1 se o treino foi suficiente), CE representa a varia´vel indicatriz do
Curso de Cieˆncias de Engenharia (isto e´, CE = 0 se o curso frequentado pelo aluno na˜o e´
Cieˆncias de Engenharia e CE = 1 se o curso frequentado pelo aluno e´ Cieˆncias de Engenharia)
e MIERSI representa a varia´vel indicatriz do Curso de Mestrado Integrado em Engenharia
de Redes e Sistemas Informa´ticos (isto e´, MIERSI = 0 se o curso frequentado pelo aluno
na˜o e´ Mestrado Integrado em Engenharia de Redes e Sistemas Informa´ticos e MIERSI = 1
se o curso frequentado pelo aluno e´ Mestrado Integrado em Engenharia de Redes e Sistemas
Informa´ticos).
Sob a condic¸a˜o e ∼ N(0, σ2Id) de os erros serem independentes e normalmente identica-
mente distribu´ıdos.
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O modelo 1 possui um coeficiente de determinac¸a˜o de 0,561, um coeficiente de deter-
minac¸a˜o ajustado de 0,544, o valor da estat´ıstica F, que compara o modelo nulo com o
modelo atual, foi de 32,86 e o valor-p inferior a 0,001.
Da ana´lise do modelo obtido (Tabela 43) e da tabela ANOVA do mesmo (Tabela 44) foi
poss´ıvel concluir que a varia´vel explicativa Curso na˜o era estatisticamente significativa para
o modelo.
Coeficientes Estimativa Erro St. Valor t P(>|t|)
Constante 10,442 1,182 8,834 <0,001
CursoCE 1,555 1,222 1,273 0,206
CursoMIERSI 1,044 0,809 1,291 0,199
TD 0,605 0,056 10,732 <0,001
Treino 2,343 0,739 3,172 <0,001
Tabela 43: Modelo 1
G. L. Soma de Quad. Me´dia de Quad. Valor F P(>F)
Curso 2 53,84 26,92 1,96 0,146
TD 1 1612,15 1612,15 117,44 <0,001
Treino 1 138,14 138,14 10,06 0,002
Res´ıduos 103 1413,97 13,73
Tabela 44: ANOVA Modelo 1
Da ana´lise da Figura 67 e´ poss´ıvel concluir que na˜o existem outliers. Um outlier e´
uma observac¸a˜o que na˜o se ajusta ao modelo encontrado apresentando res´ıduos grandes
quando comparados com os res´ıduos das restantes observac¸o˜es. Geralmente, assume-se que
as observac¸o˜es cujos res´ıduos estandardizados sa˜o superiores a 3,3 sa˜o outliers.
















Figura 67: Res´ıduos (Modelo 1)
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A multicolinearidade pode ser averiguada atrave´s da regressa˜o de cada uma das varia´veis
explicativas sobre as restantes. Para tal considera´mos o VIF (fator de inflac¸a˜o da variaˆncia)
associado a cada uma das varia´veis explicativas. Na˜o existe multicolinearidade elevada,
uma vez que nenhuma das varia´veis explicativas apresentou um valor de VIF superior a 10
(Tabela 45).
CursoCE CursoMIERSI TD Treino >2h
1,325 1,257 1,005 1,067
Tabela 45: VIF Modelo 1
Considerando o modelo obtido eliminando a varia´vel explicativa Curso, por na˜o ser
estatisticamente significativa, o qual designa´mos por modelo 2, obtiveram-se os valores
indicados na Tabela 46.
Coeficientes Estimativa Erro St. Valor t P(>|t|)
Constante 11,216 1,031 10,882 <0,001
TD 0,601 0,056 10,667 <0,001
Treino 2,515 0,716 3,511 <0,001
Tabela 46: Modelo 2
O modelo 2 possui um coeficiente de determinac¸a˜o de 0,551, um coeficiente de deter-
minac¸a˜o ajustado de 0,542, estat´ıstica F 64,4 e valor-p inferior a 0,001.
G. L. Soma de Quad. Me´dia de Quad. Valor F P(>F)
TD 1 1603,14 1603,14 116,47 <0,001
Treino 1 169,68 169,68 12,33 <0,001
Res´ıduos 105 1445,27 13,76
Tabela 47: ANOVA Modelo 2
Da ana´lise do modelo anterior (Tabela 46) e da tabela ANOVA do mesmo (Tabela
47) foi poss´ıvel concluir que as varia´veis explicativas TD e Treino eram estatisticamente
significativas para o modelo.
O modelo 2 possui um coeficiente de determinac¸a˜o ajustado razoa´vel pelo que revelou
um ajustamento satisfato´rio aos dados.
Seja y a varia´vel Avaliacao, TD a varia´vel TD (classificac¸a˜o obtida no teste diagno´stico),
Treino a varia´vel indicatriz da existeˆncia de treino (isto e´, Treino = 0 se o treino foi
insuficiente e Treino = 1 se o treino foi suficiente). A equac¸a˜o matema´tica do modelo 2
e´:
yˆ = 11, 22 + 0, 60 TD + 2, 52 Treino.
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4.5 Diagno´stico e estudo do modelo final
4.5.1 Outliers
Da ana´lise da Figura 68 e´ poss´ıvel concluir que na˜o existem outliers, uma vez que na˜o se
identificaram observac¸o˜es cujos res´ıduos estandardizados fossem superiores a 3,3.
















Figura 68: Res´ıduos (Modelo 2)
4.5.2 Leverages
Na regressa˜o mu´ltipla podem existir observac¸o˜es que na˜o sendo outliers influenciam
demasiado a estimac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo. Diz-se que estas observac¸o˜es teˆm le-
verages altas. Resumidamente, a leverage de uma observac¸a˜o reflete a possibilidade de essa
observac¸a˜o ser um outlier para as varia´veis explicativas e/ou influenciar o seu pro´prio valor
ajustado, sendo necessa´rio analisar a influeˆncia exercida por estas observac¸o˜es na estimac¸a˜o
dos coeficientes do modelo.
Diz-se que uma observac¸a˜o tem leverage alta se a sua leverage e´ superior a 2(p+1)
n
, sendo
p o nu´mero de varia´veis explicativas do modelo e n o nu´mero total de observac¸o˜es. No caso
do modelo 2 existem treˆs observac¸o˜es com leverage alta (Figura 69).
Para ana´lise destas observac¸o˜es e´ necessa´rio determinar a sua influeˆncia.
4.5.3 Observac¸o˜es influentes
Uma observac¸a˜o diz-se influente se tem uma grande influeˆncia sobre os paraˆmetros de
regressa˜o estimados, isto e´, se o valor de pelo menos um desses paraˆmetros determinado a
partir do conjunto de dados incluindo e excluindo a observac¸a˜o influente e´ muito diferente.
Uma observac¸a˜o influente pode ou na˜o ser um outlier e pode ou na˜o ter uma leverage grande,
mas tendera´ a ter pelo menos uma destas propriedades. A estat´ıstica habitualmente usada
para avaliar a influeˆncia de uma observac¸a˜o e´ a distaˆncia de Cook. Considera-se que os
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Figura 69: Leverages (Modelo 2)
pontos com distaˆncia de Cook superior a 1 podem ser pontos influentes pelo que o seu
impacto no ajustamento do modelo deve ser averiguado.
Como pode concluir-se da ana´lise da Figura 70, nenhuma observac¸a˜o apresenta distaˆncia
de Cook superior a 1.




























Figura 70: Distaˆncias de Cook (Modelo 2)
Para ana´lise das leverages altas que apresentem distaˆncia de Cook elevada considere-se a
Figura 71. Como nenhuma das observac¸o˜es possui valores elevados em ambos os eixos, na˜o
existem observac¸o˜es problema´ticas.
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Figura 71: Leverages / Distaˆncias de Cook (Modelo 2)
Ainda em relac¸a˜o a` detec¸a˜o de outliers e´ frequente recorrer-se ao gra´fico seminormal
(Figura 72).
























Figura 72: Seminormal (Modelo 2)
Tal como ja´ havia sido evidenciado nos res´ıduos estandardizados na˜o existem outliers.
4.5.4 Homocedasticidade
Uma das condic¸o˜es subjacente a um modelo de regressa˜o linear e´ a de que os res´ıduos
devem apresentar variaˆncia constante. A esta condic¸a˜o chama-se homocedasticidade. Caso
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tal na˜o suceda diz-se que estamos na presenc¸a de heterocedasticidade.
A verificac¸a˜o da homocedasticidade pode ser feita pela ana´lise gra´fica dos res´ıduos estan-
dardizados contra os valores ajustados (Figura 73).
















Figura 73: Valores ajustados / Res´ıduos estandardizados (Modelo 2)
Como os pontos parecem estar dispostos aleatoriamente, ou seja, sem nenhum padra˜o
definido e de forma sime´trica em torno do 0, na˜o ha´ evideˆncia de heterocedasticidade.
Uma outra forma de analisar a homocedasticidade e´ atrave´s do gra´fico dos valores
ajustados contra a resposta (Figura 74).













Figura 74: Valores ajustados / Resposta (Modelo 2)
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Como as observac¸o˜es se distribuem pela (imaginada) reta de regressa˜o de igual forma ao
longo dos valores da resposta na˜o ha´ evideˆncia de heterocedasticidade.
4.5.5 Normalidade dos res´ıduos estandardizados
Para ana´lise da normalidade dos res´ıduos considerem-se as representac¸o˜es gra´ficas pre-






































Figura 75: Ana´lise da normalidade dos res´ıduos estandardizados (Modelo 2)
4.6 Interac¸o˜es
Caso se pretenda melhorar a qualidade do ajustamento de um modelo aos dados pode
ter-se em considerac¸a˜o a inclusa˜o no modelo de interac¸o˜es entre as varia´veis explicativas.
Nas Figuras 76 e 77 sa˜o apresentadas graficamente as interac¸o˜es entre a varia´vel TD e as
varia´veis Curso e Treino, respetivamente.
Confirmou-se, numericamente, que nenhuma das interac¸o˜es entre as varia´veis explicativas
anteriormente referidas se revelou estatisticamente significativa.
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Figura 77: Interac¸a˜o entre as varia´veis TD e Curso
Cap´ıtulo 5
Concluso˜es
Com a realizac¸a˜o deste trabalho foi poss´ıvel concluir que os testes diagno´sticos de Ma-
tema´tica aplicados pela Faculdade de Cieˆncias da Universidade do Porto, essencialmente a
alunos do primeiro ano das suas licenciaturas, de 2009 a 2013, apesar de incluirem itens que
aferem diferentes conteu´dos matema´ticos, medem um construto geral, ja´ que foi comprovada
a unidimensionalidade da habilidade.
Uma vez que o modelo log´ıstico com dois paraˆmetros (2PL) da Teoria de Resposta ao
Item foi o que revelou melhor ajustamento aos dados na˜o se pode assumir que todas as
questo˜es discriminam de igual forma. Por esta raza˜o os itens devem ser ponderados de
acordo com a sua capacidade de discriminac¸a˜o, na˜o devendo ser atribu´ıda a mesma cotac¸a˜o
a todos os itens como tem sido feito.
De um modo geral, os itens presentes nos testes diagno´sticos foram bem formulados. A
percentagem de questo˜es pouco discriminativas, ou seja, com paraˆmetro de discriminac¸a˜o
inferior a 0,3, foi bastante baixa variando entre 3% e 10% nos anos de 2009 e 2010,
em que o teste diagno´stico foi realizado em papel, e foi de 0% nos anos seguintes em
que o teste foi realizado no computador. Em me´dia a discriminac¸a˜o variou entre 0,887
e 1,205. Concluiu-se, deste modo, que a esmagadora maioria dos itens presentes nos
testes diagno´sticos eram discriminativos. Os conteu´dos matema´ticos que revelaram maior
capacidade de discriminac¸a˜o dizem respeito a: simplificac¸a˜o de expresso˜es irracionais; gra´fico
da derivada de uma func¸a˜o e ca´lculos com logaritmos. Os testes diagno´sticos revelaram,
portanto, boa qualidade e apresentaram um n´ıvel de fiabilidade bastante satisfato´rio.
Dos conteu´dos matema´ticos em que os estudantes revelaram maior dificuldade destacaram-
se: as inequac¸o˜es envolvendo func¸o˜es irracionais, logar´ıtmicas e exponenciais; o ca´lculo de
derivadas de func¸o˜es irracionais e exponenciais e o ca´lculo de limites com logaritmos. Tal na˜o
e´ surpreendente, uma vez que estes conteu´dos sa˜o abordados, na sua esmagadora maioria,
no 12.º ano de escolaridade envolvendo, portanto, maior complexidade. Dos conteu´dos mais
acess´ıveis para os discentes sobressa´ıram: as operac¸o˜es com nu´meros racionais e as equac¸o˜es
do primeiro grau. Estes conteu´dos sa˜o abordados no 3.º ciclo do ensino ba´sico pelo que era
expecta´vel que os estudantes na˜o sentissem grande dificuldade na sua resoluc¸a˜o.
As duas teorias aplicadas, Teoria Cla´ssica de Testes e Teoria de Resposta ao Item,
permitiram chegar a resultados e concluso˜es muito semelhantes.
Relativamente ao banco de questo˜es criado em 2011, quando os testes passaram a ser
realizados no computador, verificou-se existir grande heterogeneidade nos conhecimentos
inerentes a` resoluc¸a˜o de alguns dos itens presentes no mesmo grupo de itens. De modo a
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que esta situac¸a˜o seja retificada e´ conveniente que algumas das questo˜es sejam reformuladas
para que exista maior homogeneidade nos itens presentes em cada um dos grupos. Pretende-
se, desta forma, que todos os estudantes sejam submetidos a questo˜es que teˆm subjacente
a` sua resoluc¸a˜o o mesmo n´ıvel de conhecimentos. Seria tambe´m conveniente que existissem
mais itens aˆncora, de modo a permitir a aplicac¸a˜o de um maior nu´mero de processos de
calibrac¸a˜o dos resultados obtidos nos va´rios anos.
Atrave´s de te´cnicas de calibrac¸a˜o, usando Teoria Cla´ssica de Testes e usando Teoria de
Resposta ao Item, verificou-se existirem diferenc¸as estatisticamente significativas entre as
habilidades me´dias das diferentes coortes de entrada. Em me´dia o grupo de estudantes
que revelou maior habilidade Matema´tica foi o que realizou o teste diagno´stico aplicado
no ano 2009. O grupo de estudantes com menor habilidade me´dia foi o que realizou o
teste diagno´stico no ano 2011. Este facto pode dever-se a este ter sido o primeiro ano em
que o teste diagno´stico foi realizado no computador e o processo, eventualmente, na˜o ter
decorrido da forma mais deseja´vel, a uma alterac¸a˜o da distribuic¸a˜o dos cursos frequentados
pelos alunos que realizaram o teste ou a uma efetiva pior preparac¸a˜o a Matema´tica dos
alunos ao n´ıvel do ensino ba´sico e secunda´rio. Usando Teoria Cla´ssica de Testes na˜o se
verificou a existeˆncia de uma tendeˆncia linear dos resultados dos estudantes, usando Teoria
de Resposta ao Item verificou-se a existeˆncia de uma tendeˆncia linear negativa dos mesmos.
O desvio padra˜o manteve-se praticamente constante ao longo dos diferentes anos em ana´lise.
Quando comparados diretamente os resultados obtidos nos testes diagno´sticos, nos di-
ferentes anos, sem efetuar calibrac¸a˜o, verificou-se existir uma tendeˆncia linear positiva dos
mesmos. A comparac¸a˜o direta dos resultados obtidos nos diferentes anos sugeriu, portanto,
que estes estavam a melhorar de ano para ano. A calibrac¸a˜o dos resultados e´ fundamental
para que se possa avaliar tendeˆncias ao longo do tempo utilizando testes diferentes, pois
caso tal na˜o seja feito estamos sujeitos a tirar concluso˜es erradas.
No que concerne a` plataforma online de treino, disponibilizada aos alunos para que
pudessem colmatar as dificuldades que evidenciaram, quando realizaram o teste diagno´stico,
esta revelou servir os propo´sitos para que foi criada. Verificou-se existirem evideˆncias,
estatisticamente significativas, de que os alunos que treinaram pelo menos duas horas na
plataforma obtiveram melhores resultados no teste realizado no aˆmbito da avaliac¸a˜o da
unidade curricular de Ca´lculo. O treino realizado na plataforma teve, portanto, impacto
positivo, estatisticamente significativo, nos resultados obtidos pelos discentes. E´ importante
referir que a na˜o existeˆncia de um grupo de estudantes que tenha sido privado de aceder
a` plataforma constituiu uma limitac¸a˜o para o estudo do impacto do treino na mesma.
Indiretamente pode estar a ser medida a motivac¸a˜o dos discentes para melhorar os seus
conhecimentos. Para obviar esta questa˜o, seria necessa´rio efetuar um estudo experimental
no qual seriam selecionados aleatoriamente os alunos que poderiam aceder a` plataforma.
Para que pro´ximas ana´lises relacionadas com os testes diagno´sticos sejam facilitadas deve
ser melhorada a forma como a informac¸a˜o dos testes diagno´sticos e da plataforma de treino e´
recolhida, uma vez que neste momento esta informac¸a˜o e´ disponibilizada de forma codificada
o que torna bastante morosa a sua ana´lise.
Futuramente poderia ser implementado um banco de itens calibrados sendo os estudantes
submetidos a testes diagno´sticos de Matema´tica adaptativos. Neste tipo de testes os alunos
va˜o respondendo a questo˜es mediante a habilidade que va˜o demonstrando nas suas respostas.
Esta opc¸a˜o permitiria diminuir o nu´mero de questo˜es a que os alunos teˆm que responder
sem que a fiabilidade dos testes diminu´ısse.
Bibliografia
[1] Albano A.D., equate: An R Package for Observed-Score Linking and Equating, Oxford,
Oxford University Press, 2014.
[2] Armstrong B.K., White E., Saracci R., Principles of exposure measurement in
epidemiology, Oxford, Oxford University Press, 1994.
[3] Baker F., The Basics of Item Response Theory, ERIC Clearinghouse on Assessment
and Evaluation, University of Maryland, College Park, MD., 2001.
[4] Bartholomew D.J., Kendall’s Library of Statistics 7: Latent Variable Models and Factor
Analysis (2.nd edition), 1999.
[5] Bartholomew D.J., Tzamourani P., ”The goodness-of-fit of latent trait models in
attitude measurement.”, Sociological Methods and Research, 27, 525-546, 1999.
[6] Braun H.I., Holland P.W., ”Observed-score test equating: A mathematical analysis of
some ETS equating procedures.”, Test equating, New York, 9-49, 1982.
[7] Brown T.A., Confirmatory Factor Analysis for Applied Research (2.nd edition), The
Guilfort Press, New York, 364-365, 2015.
[8] Carlson J., Davier M., Item Response Theory, ETS R&D Scientific and Policy
Contributions Series, 2013.
[9] Cook L.L., Eignor D.R., Taft H. L., ”A comparative study of the effects of recency of
instruction on the stability of IRT and conventional item parameter estimates”, Journal
of Educational Measurement, 25, 31-45, 1988.
[10] Cortina J.M., ”What is coefficient alpha? An examination of Theory and Applications”,
Journal of Applied Psychology, vol. 78, 98-104, 1993.
[11] Cronbach L.J., ”Coefficient alpha and the internal structure of tests”, Psychometrika,
vol. 16, 3, 1951.
[12] De Champlain A.F., ”A primer on classical test theory and item response theory for
assessments in medical education”, Medical Education, vol. 44, 109-117, 2010.
[13] DeVellis R.F., ”Classical test theory”, Medical Care vol. 44, 50-59, 2006.
108
BIBLIOGRAFIA 109
[14] Dowling D., Nolan B., Measuring the effectiveness of a maths learning centre: The
Dublin City University experience. Paper presented at the CETL MSOR Conference,
2006.
[15] Downing S.M., ”Item response theory: applications of modern test theory in medical
education”, Medical Education. vol. 37, 739-745, 2003.
[16] Ekstrom J., The Phi-Coefficient, The Tetrachoric Correlation Coefficient, and The
Pearson-Yule Debate. Los Angeles, 2008.
[17] Embretson S.E., Herschberger S.L. The new rules of measurement: What every
psychologist and educator should know.. Lawrence Erlbaum Associates, Mahwah, New
Jersey, 1999.
[18] Embretson S.E., Reise S.P. Item response theory for psychologists. Lawrence Erlbaum
Associates, Mahwah, New Jersey, 2000.
[19] Gill O., Mac An Bhaird C., Ni Fhloinn E., ”The Origins, Development & Evaluation of
Mathematics Support Services”, Irish Mathematical Society Bulletin. 66, 51-63, 2010.
[20] Gill O., O’Donoghue J., ”Justifying the Existence of Mathematics Learning Support:
Measuring the Effectiveness of a Mathematics Learning Centre”, Proceedings of the
ALM. 14, 2007.
[21] Gulliksen H., Theory of mental tests. New York, 1950.
[22] Haebara T., ”Equating Logistic Ability Scales by a Weighted Least Squares Method”,
Japanese Psychological Research, 22(3), 144-149, 1980.
[23] Hagenaars J., ”Latent Structure Models with Direct Effects Between Indica-
tors”Sociological Methods & Research. Sage Publications, Inc., Vol 16, 3, 379-405,
1988.
[24] Hambleton R.K., Swaminathan H., Item response theory. Principles and aplications.
Boston: Kluwer, 1985.
[25] Hambleton R.K., Swaminathan H., Rogers J., Fundamentals of Item Response Theory.
Newbury Park, CA Sage Publications, 1991.
[26] Hawkes T., Savage M., Measuring the Mathematics Problem. London: Engineering
Council, 2000.
[27] Kline T., Psychological Testing: A Practical Approach to Design and Evaluation. Sage
Publications, London, 2005.
[28] Kolen M.J., Brennan R.L., Test equating, scaling and linking: methods and practices.
Springer, New York, 2004.
[29] Lee S., Harrison M., Pell P., Robinson C. ”Predicting performance of first year
engineering students and the importance of assessment tools therein”Engineering
Education. 3, 44-51, 2008.
BIBLIOGRAFIA 110
[30] Lehman E.L., Casella G., Theory of Point Estimation. (2nd edition), 1998.
[31] Little T.D., The Oxford Handbook of Quantitative Methods, Volume 1: Foundations.
Oxford University Press, New Jersey, 2013.
[32] Livingston S.A., Equating test scores (without IRT). Educational Testing Service, New
Jersey, 2004.
[33] Lord F.M., Novick M.R. Statistical theories of mental test scores. Reading MA: Addison
Welsley Publishing Company, 1968.
[34] Loyd B.H., Hoover H.D., ”Vertical Equating Using the Rasch Model.”Journal of
Educational Measurement, 17(3), 179-193, 1980.
[35] LTSN., Diagnostic Testing for Mathematics. UK: Learning and Teaching Support
Network Maths Team Project., 2002.
[36] Mac An Bhaird C., O’Shea A. ”Is Mathematics Support worthwhile? An overview
of the 3rd Irish Workshop on Mathematics Learning and Support Centres”MSOR
Connections. 9, 52-59, 2009.
[37] Marco G.L., ”Item Characteristic Curve Solutions to Three Intractable Testing
Problems.”, Journal of Educational Measurement, 14(2), 139-160, 1977.
[38] McDonald M.E., Systematic Assessment of Learning Outcomes: Developing Multiple-
choice Exams. Sudbury, 2002.
[39] McGillivray H., Learning Support in Mathematics and Statistics in Australian Univer-
sities: A guide for the university sector. Sidney: Australian Teaching and Learning
Council, 2008.
[40] Meijer R.R., Sijtsma K., Methodology review: evaluating person fit.. Applied Psycholo-
gical Measurement 25(2), 107-135, 2001.
[41] Miller M.D., Linn R.L., ”Invariance of item characteristic functions with variations in
instructional coverage”Journal of Educational Measurement. 25, 205-219, 1988.
[42] Pasquali L., Psicometria: Teoria e aplicac¸o˜es. Bras´ılia, Editora da Universidade de
Bras´ılia, 1997.
[43] Rasch G., Probabilistic Models for Some Intelligence and Attainment Tests, Copanha-
gen: Denmarks Paedagogiske Institut, 1960.
[44] Rijmen F., Tuerlinckx F., De Boeck P., Kuppens P., ”A Nonlinear Mixed Model
Framework for Item Response Theory”Psychological Methods, Vol. 8, 2, 185-205,
2003.
[45] Rocha C., O ensino da Matema´tica no IST, Lisboa, 2002.
[46] Savage M. D., Tackling the Maths Problem:Is it More Extensive than We Thought? Are
Solutions in Sight?. Paper presented at the Mathematical Education of Engineers IV,
IMA Conference, 2003.
BIBLIOGRAFIA 111
[47] Sheridan B., ”How Much Do Our Incoming First Year Students Know?: Diagnostic
Testing in Mathematics at Third Level”Irish Journal of Academic Practice. Vol. 2: Iss.
1, Article 3, 2013.
[48] Sik-Yum L., Handbook of Latent Variable and Related Models. (1.st Edition) Elsevier
B.V., Oxford, 135-161, 2007.
[49] Smith A., Making Mathematics Count: The report of Professor Adrian Smiths Inquiry
into Post-14 Mathematics Education. London, 2004.
[50] Spearman C., The proof and measurement of association between two things. Am J
Psychol, 3:1-18, 1904.
[51] Steven P.R., ”A Comparison of Item- and Person-Fit Methods of Assessing Model-Data
Fit in IRT”Applied Psychological Measurement. Vol. 14, 2, 127-137, 1990.
[52] Stocking M.L., Lord F.M., ”Developing a Common Metric in Item Response Theory.”,
Applied Psychological Measurement, 7(2), 201-210, 1983.
[53] Strauss M.E., Smith G.T., ”Construct validity: Advances in theory and methodo-
logy”Annual Review of Clinical Psychology. 5, 1-25, 2009.
[54] Streiner D.L, Norman G.R. Health measurement scales. Oxford University Press, New
York, 213-226, 2003.
[55] Tarkkonen L., Vehkalahti K., ”Measurement errors in multivariate measurement
scales”Journal of Multivariate Analysis. 96, 172-189, 2004.
[56] Terlow C., de Goede R., Keinhuis M., The effectiveness of a special mathematics course
for improving the transition from secondary education to higher professional education.
Paper presented at the 7th International conference of The London Scholarship of
Teaching and Learning, 2008.
[57] Thorpe G., Favia A., ”Data Analysis Using Item Response Theory Methodology: An
Introduction to Selected Programs and Applications.”Psychology Faculty Scholarship.
Paper 20, 2012.
[58] Traub R.E., ”Classical Test Theory in Historical Perspective”Educational Measure-
ment: Issues and Practice. Ontario, 1997.
[59] Varma, S., Preliminary Item Statistics using Point-Biserial Correlation and P-Values.
Educational Data Systems,Inc., Morgan Hill, 2006.
[60] Weeks J.P., plink: An R Package for Linking Mixed-Format Tests Using IRT - Based
Methods. Journal of Statistical Software, vol. 35, 2010.
[61] Wilks S.S., ”The Large-Sample Distribution of the Likelihood Ratio for Testing
Composite Hypotheses”The Annals of Mathematical Statistics. 9, 60-62, 1938.
Apeˆndice A
Teste Diagno´stico 2010
112








